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Capitulo 1

Introducciéon

1.1 Algunas greas de aplicacién de extremos multi-
variados

La variabilidad en los procesos que se presentan en la naturaleza y en la industria es un

hecho reconocido que hace necesaria la busqueda de modelos para su estudio. Frecuente-

mente las observaciones que resultan de un proceso determinado, se expresan en forma

resumida por medio de algunos estadisticos, que dan informacién acerca de la tendencia
central, la dispersion, la asimetria y la curtosis o exceso de la distribucién de los datos.
De estos estadisticos, el que més atencién ha recibido es la media, como medida de ten-
dencia central, que en muchos casos se interpreta como una representacién del conjunto

de las observaciones.

En algunas 4reas del conocimiento como hidrologfa,monitoreo ambiental, meteorologia, -

ciencia de materiales, e ingenierfa, hay situaciones donde el objetivo es modelar los valores
extremos de la sucesién de observaciones, debido a que el comportamiento del méximo o
minimo, determina el estado del sistema considerado, tal como sucede en los siguientes

ejemplos.

En hidrologia son de primordial interés los valores extremos de variables como, pre-




cipitacién pluvial, flujo de rios y volumen de agua en presas, debido al impacto que tienen"

en las condiciones de vida. La humanidad siempre ha enfrentado las consecuencias de
extremos hidroldgicos principalmente a través de inundaciones o sequias. El exceso o la
falta de agua en rios, lagunas, presas, etcétera, ha ejercido una presién en las sociedades
para investigar y conocer el comportamiento de los extremos en hidrologia.

La probabilidad de inundacién en una localidad cercana a un rio, dépénde del com-
portamiento del valor méximo del nivel de éste. Cuando se construye una proteccién para
evitar que el rfo inunde una ciudad, es importante para su disefio el tener informacién
histérica de la altura méxima anual, con el objeto de determinar la altura de disefio con
un margen de seguridad dado. Si se tienen varios puntos en el recorrido de un rio, donde
se puede producir una inundacién, entonces es de interés conocer el comportamiento si-
multdneo de los niveles mdximos de él en los diferentes puntos. En este caso tenemos un
problema multivariado de valores extremos.

Las normas de calidad del aire estdn definidas por medio de valores méximos per-
misibles de concentracién de contaminantes. En las grandes ;:iudades el ozono se ha
convertido en el Contaminante ambiental mas frecuente y su control ha representado un
gran reto para los responsables de la gestién ambiental. En NRC (1991), se presenta una
amplia discusién sobre el problema del 0zono en la contaminacién del aire en el medio
urbano, asi como también algunas propuestas para su control.

| Usualmente los indices de contaminacién anual, se determinan a partir del valor max-
imo anual o de estadisticas de orden alto. También se han utilizado estadfsticas rela-
cionadas con la cola derecha de la distribucién de la concentracién del contaminante.

Cuando estudiamos el comportamiento del valor extremo de una serie de concentra-
ciones de un contaminante, medidas por una estacién de monitoreo ambiental, tenemos
un problema univariado de valores extremos, pero si consideramos las medlcmnes para
un contammante en varlas estaciones de una red de monitoreo, entonces tenemos un

problema multivariado de valores extremos, en donde es natural suponer dependencia,

entre ellos.

Es importante conocer la estructura de dependencia de las concentraciones extremas
multivariadas, debido a que tiene una relacién estrecha con la dindmica de dispersién
de los contaminantes. Smith et al. (1989), analizan series de tiempo ambientales, y Joe
(1994) presenta modelos para valores extremos multivariados con aplicaciones a datos
ambientales.

En el proceso de dlseno en ingenierfa estructural, las distribuciones de valores extremos
juegan un papel importante debido a que los extremos de cargas y resistencias determinan
el riesgo de falla de una estructura. El anélisis‘ de las estructuras expuestas a ca_rga,s
de vientos, se lleva a cabo considerando la velocidad maxima anual de viento como
representativa de los vientos que ocurren durante el afio. En el caso de las cargjcls induci<‘:11as
por terriblores, en términos de velocidad y aceleracién del suelo, la modelacién también
se lleva a cabo considerando valores extremos.

En una presa, el esfuerzo que soporta la cortina depende del volumen de lluvia que
se recibe en la regién de captura que alimenta la presa. En algunas estructuras marinas
la falla depende del comportamiento extremo de vientos y olas. Una amplia. discusién
de métodos estadisticos para problemas de valores extremos multivariados en diseno “
estructural se encuentran en Coles y Tawn (1994).

La temperatura es uno de los factores limitantes fundamentales en la distribucién
de la vida en la Tierra. Existen grandes diferenciales de temperatura sobre la Tierra,
que se deben a la energfa solar y a la distribucién de tierra y agua. Por ser la tem-
peratura un mecanismo limitante en la distribucién de plantas y animales, sus valores

| ektremos son fundamentales en la determinacién de los patrones de una gran cantidad
de actividades. Temperaturas altas y bajas extremas, tienen un impacto fuerte en la
salud, agricultura, consumo de energia, recursos acuéticos, transportacién, etc. Smith et
al. (1997), proponen una metodologia especifica para el analisis de valores extremos de

temperatura.
En confiabilidad se tienen sistemas formados por una gran cantidad de componentes

conectados en serie, donde la falla del sistema ocurre al fallar el primer componente. De




esta forma el tiempo de falla del sistema es el minimo de los tiempos de falla de los compo--

nentes. Cuando se tienen varios sistemas, que contienen un gran nimero de componentes
conectados en serie funcionando en un ambiente comun, entonces la distribucién de los

tiempos de vida de los sistemas es una, distribucién multivariada de valores extremos.

1.2 Teoria de extremos multivariados

El propésito de esta seccién eé presentar un resumen de la herramienta tegrica, existente
en la literatura para abordar 1a modelacién de los problemas a los que nos referimos en
la secci6n anterior.

Suponemos que se miden % caracterfsticas de n elementos de una poblacién. Sea Xij
el valor de la caracteristica, J medida en el individuo i, donde1 <i<nyl< 7 < k. Re
presentamos las n observaciones multivariadas por {X; = (X1, X, ..., Xik),1 <4< n}.
Estamos interesados en Ia distribucién asintética de M, = (M1, M., cy Mpi), donde
My; = max(Xy;, Xo;, -y Xnj). Sean Xi, X,,... observaciones independientes idéntica-
mente distribuidas, con distribucién comun F(x) = F(z1,2, ..., z3). Supongamos que

existen sucesiones a,,, b,, de vectores tales que cada componente de b, es positiva y

.__MnA _ n. - - v
P [ Jb A j < Zj,s 1 < J< k‘J = Fn(bnl.'I?]_ + Qni, ...,bnka:k + ank) (11)
nj

converge en distribucién a una distribucién limite L tal que cada marginal L;,1 < j <k,
es no degenerada. Cualquier distribucién F que satisface lo anterior, se dice que estd en
el dominio de atraccién de la distribucién asintética de valores extremos ..

La distribucién limite L satisface la relacién de max-estabilidad, Resnick (1987): Para

1<j<k Y para todo ¢ > 0 existen funciones ;(t), B;(t) > 0 tales que

L) = L(By ()21 + 0 (1), .., Be(®) + cun(t)), para todo £ > 0. (1.2)

iy
,

» 7 i la distribucién limi inal
La convergencia de la j—ésima marginal en (1.1) nos d4 la distribucién limite margin

L;, que es de alguno de los siguientes tres tipos:

0, z< p
é(/x;lt’[’IO-)q) = eXp{_(%ﬁ)—a}7 >4, OA7O'>O, —OO<,LL<OO

exp{— (-==£)%}, z<p, 0,0>0, —co<p<oo

U (z; p,0,0) X >

Az p,0) = exp{—exp{—(x—‘#)}},—oo<:z:<oo,a>0, —00 < p < 00.
1 - o

Estas distribuciones asintticas univariadas para méximos se conocen c01tno jcipos
Fréchet, Weibull y Gumbel respectivamente. Los pardmetros py o son de locahzamc‘m y
escala. En los primeros dos tipos tenemos ademads el pardmetro de forma o que féﬂej'a el
comportamiento de F; en la cola derecha. Una propiedad importante d.e estas distribu-
ciones de valor extremo univariadas, es que podemos ir de una distribucién a la otra con

cambios de variables adecuados.

i istribucién asintética de mini-
Se tienen resultados similares a los anteriores para la distribucién asintdtl

mos. Las tres distribuciones limites en el caso de minimos son:

1—exp{—(—z—_ﬁ)—a}, z<p, ao0>0, —00 < pu < 00

g
®*(z; p,0,0) = N >

0 <y, ooc>0, —co<u<oo
7 —_

Vamae) = 4 e o,

Tk —o <z <00, 0>0, —00< < 0o
AN (z;p,0) = 1—exp{——exp< = )}, o<z




Como las distribuciones lfmites univariadas para méximos y minimos pueden trans- -

formarse unas en otras, no hay pérdida de generalidad al suponer que las marginales de la

distribucién asintética de valores extremos multivariada estén distribuidas identicamente,
de acuerdo a alguna de las distribuciones limites univariadas.

Debido a que la eleccién de las marginales es arbitraria, en la literatura se han utilizado
tres tipos de distribuciones asintéticas para estudiar propiedades de extremos multiva-
riados. Tiago de Oliveira (1980) y Galambos (1978) utilizan la distribucién Gumbel o de
valor extremo para méximos, Hann y Resnick (1977) trabajan con la distribucién Fréchet,
mientras que Pickands (1981) y Deheuvels (1983) prefieren la distribucién exponencial.

De las representaciones anteriores para la distribucién de extremos multivariados, es la
de Pickands (1981) la que utilizamos en este trabajo, debido a que en el caso bivariado nos
permite estudiar la estructura de dependencia de los extremos de una manera sencilla,
como se expone en el Capitulo tres. A continuacién describimos la representacién de
Pickands para la distribucién de extremos multivariados.

Sea Y, = (Ya1,Yn, ..., Yaz), donde Y,; = min(Xy;, Xo;, s Xnj)y ¥ Xy, Xa, ... son las
observaciones multivariadas de dimensién k. Supongamos que existen sucesiones Cn, d,

de vectores tales que cada componente de d,, es positiva y

Yo — cnj _
P [ Jd .cn] > 25,1 < j < k| = F"(bn11 + Qp1, oovy burZr + Qng) — Gz, z) (1.3)

cuando n — oo, donde cada marginal G;,1 < j < k se distribuye exponencialmente,
G(z;) = exp(—=x;),z; > 0,1 < j < k. En este caso, la distribucién asintética G satisface

la condicién de min-estabilidad: para toda s > 0 se tiene que
G*(z1, za, ..., zk) = G(871, 8T, ..., 8Tk), T1 > 0, ...,z > 0. : (1.4)

En el siguiente teorema tenemos una representacién para la distribucién asintética de

valores extremos multivariados con marginales exponenciales unitarias.

Teorema (Pickands, 1981). La funcién de supervivencia G(z1,%2, -..,Zx) satisface

la condicién de min-estabilidad si y solo si existe una medida positiva H definida en el

simplex unitario,

S = {(wl, ...,wk_l) S [0, 1]k—1 W+ W F e+ W1 < 1} ,

tal que,
G(x) =exp{ —(z1 + ... + zx) /max [wig1, ..., W) dH (q1, ..., Qe1) ¢ 5 (1.5)
Sk
1
donde g =1—q1 — ... — Qx—1, Wj = x;/(%; + ... + Zx). La restriccién adicional, |
/Q1dH(Q1, oy Q1) = e = /deH(Qh ey Q—1) = 1, (1.6)
Sk » Sk

”

es necesaria para que las marginales tengan distribucién exponencial unitaria.

La representacién anterior de G puede expresarse también como,

G(x) = exp {— (Z xi> A (xl/zxj’ o/ Z'x_j, ..,mk_l/;mj> } , (1.7)

donde

A(wla "'7wk—1) = /Ina‘X [w1Q17 S kak] dH(Qla "'7qk—1) . (18)
Sk

es una funcién que también caracteriza la estructura de dependencia de X, al igual que

la medida H. La funcién A se conoce como funcién de dependencia y es una funcién

convexa que satisface,

max(wy, wa, ..., w) < Alwy, wa, .., Wi—1) < 1,




1/2 y la funcién de dependencia A es una funcién convexa tal que A(0) = A(1)

caracteristica A(

R ademsds como consecuencia de (1.6), la funcién de dependencia toma el valor 1 en los

vértices del simplex S,
A(0,0,...,0) = A(1,0,...,0) =... = A(0,0,...,1) = 1. (1.9)

La representacién anterior para k = 2, donde (X,Y) tiene distribucién de valores

extremos bivariados, con marginales exponenciales unitarios, resulta ser
9

cen=an{-eria(7) ) es0s0 am

con funcién de dependencia

A(w) = /max [w(l—gq),(1—w)qdH(q). (1.11)

En este caso H es una medida positiva finita en [0,1], y para tener marginales expo-

nenciales unitarias, se requiere que

1

/ gdH(g) = / (1-q)dH(g) = 1. (112)
0

0

Esto es, (1/2)H es la funcién de distribucién de una variable aleatoria con media

=1,y

max(w,1 —w) < A(w) < 1. Con esta estructura de dependencia las variables X yY

estan asociadas positivamente.

Las funciones de dependencia A(w), de distribucién caracteristica H (w) y de densidad

w), cuando esta existe, caracterizan la distribucién bivariada de valores

extremos. En principio cualquiera de las tres funciones se puede elegir para modelar la

10

distribucién. La relacién entre estas funciones es

w

Alw) = (1 —w) +wH(w) — /qu(q), (1.13)
0
Hw)=1+ déiw). (1.14)

En la siguiente tabla se presentan las formas de las funciones de dependencia A y

distribupién caracteristica H para los casos limites de dependencia total e independencia:
|
Independencia Dependencia total
A(w) 1,0<w<1 max(w,l —w),0 <w<1
H(w) Iy (w) + 200y (w) I(O’%)(w) + 2]'[%’1] (w).

La modelacién de la estructura de dependencia a través de la medida H ha sido
utilizada por varios autores para proponer modelos de la funcién de dependericia.

Un aspecto importante de la teoria de valores extremos multivariados es que mientras
en el caso uhivariado las distribuciones asinténticas son modelos con un méximo de tres
pardmetros, en el caso multivariado las distribuciones estan parametrizadas por funciones,
ya sea la funcién de dependencia A o la medida caracteristica H. Estas dos funciones
pueden considerarse en el caso més gerieral, como pardmetros de dimension infinita.

Para el anlisis de datos provenientes de distribuciones de valores extremos multiva-
riados es conveniente tener modelos paramétricos de dimensién finita, que permitan hacer
la inferencia por técnicas de verosimilitud. Para esto, es util tener familias de funciones
de dependencia o de distribuciones caracteristicas, que aproximen adecuadamente ala
funcién de dependencia A o a la distribucién caracteristica H.

Para el caso bivariado de valores extremos, se tiene una caracterizacién adicional de

la estructura de dependencia que proviene de la siguiente proposicién que establece la

11




relacion entre la funcién de dependencia A(w) y la funcién de distribucién F (w) del -

cociente W =Y/(X +Y).

Proposicién (Tiago de Oliveira, 1989). La funcién de dependencia A(w) y la funcién

de distribucién F(w) satisfacen,

F(w) =w+w(l - w)A (w)/A(w). (1.15)

Demostracién : Sea (X,Y) el vector de valores extremos, con funcién de super-
vivencia G(z,y) definida en términos de la funcién de dependencia A(w), de acuerdo

a la‘ relacién (1.10). Desarrollando la funcién de supervivencia S (w) para el cociente
W=Y/(X +Y), tenemos:

S(w) = 1—F(w)=P[W>w]=P[X+Y>wJ

= Ply>-—2 x| = N d
[ l—wXJ /OP[Y>1_wz[X=x]exp(—x)dx.

La i i ici '
supervivencia condicional Gyx de ¥ dado X =z, se expresa por la supervivencia

bivariada G y la supervivencia marginal Gx de X por,

1 0G(z,y)
Gx(z) 8z

Gyix (yle) =

entonces

P[Y>liuwx|X= J = éy|X <11i2w|x)

= [mJ exp [—ﬁA(w)J {—A(w) + wA'(w)} .

12

A

Sustituyendo esto en el desarrollo inicial de la supervivencia del coclente, tenemos,

o
1—w '

S(w) = [A(w)—wA@]-[m} [ei-1dz
0

= 1-—w—w(l—w)A (w)/Alw).

De aquf obtenemos la expresién (1.15)propuesta para la funcién de distribucién del

coclente W. ' .

De la relacién dada en la proposicién anterior obtenemos la siguiente representacion

de la funcién de dependencia en términos de la funcion de distribucién F'(w) del cociente

W,

A(w) = exp /g(—(ls—)_:s—)%ds : (1.16)
0

1.3 Modelaje paramétrico de la funcién de depen-
dencia

La estructura de dependencia de valores extremos multivariados esta dada por la funcién
de dependencia A(w), que se define como una funcion integral determinada por una me-
dida positiva H(w), conocida como medida caracteristica. La estructura de dependencia
puede entonces definirse por la funcién de dependencia o por la medida caracteristica.
Los primeros modelos conocidos para la funcién de dependencia fueron el logistico
y el mixto simétricos dados por Gumbel (1960). antes de conocerse la representacién
dada por Pickands (1981) para la distribucién de valores extremos multivariados, en
donde aparece la funcién de dependencia, asi como su caracterizacién a través de la
medida caracterfstica. Posteriormente Tawn (1988) propuso las versiones asimétricas de

los modelos mixto y logistico. Entre otros modelos de dependencia asimétricos que han

13




v ; ; = ¢ =0, si ta familia, al igual
surgido se tienen el modelo bilogistico de Joe, Smith y Weissman (1989), asi como el ‘ El caso de independencia se tiene cuando 6 = ¢ = 0, sin embargo es

. . . dependencia.
logfstico invertido de Joe (1990). que el caso simétrico, caracteriza en forma incompleta la estructura de dep
En el Capitulo dos se propone un modelo adicional para la funcién de dependen-

i cia. Este modelo resulta bastante flexible debido a que obtiene expresando la medida Modelo logfstico asimétrico, Tawn (1988):

caracteristica H(w) como una mezcla de distribuciones betas. | Alw) = {6° (1 — w)® + ot (@ —pw+1-0,0<0,9<1, 1 <a<oo.
A continuacién se presentan las funciones de dependencia A(w), de supervivencia Glz,y) = exp {_(1 -0z —(1—9)y— (0%z% + gbaya)l/a} .
‘ conjunta G(z,y) y de distribucién del cociente F(w) correspondientes a los diferentes Flw) = ¢°‘[;U:([19iS):Ziazq:?/?j:(/g__;;::fl—_q;)w. '
modelos de dependenéia mencionados. Ademss se describen los casos limites de indepen- El caso de independencia se tiene cuando 8 =06 ¢ =06 o = 1 mientras que el gaso

dencia y dependencia total. de dependencia com pleta se tiene cuando § = ¢ =1y a — .

i Modelo simétrico mixto, Gumbel (1960): Modelo logistico invertido, Joe (1990):

—ry-1/T . =1.2.
i Aw) =fuw(w—-1)+1,0<6 < 1. | Aw) = 1= [(@yw) 7 + {6 (1 - w)}™] ,72/07 Osgishe=1
1:“1 = ) —T —7 -\ .
G(z,y) =exp{—(z+y)+ &2 L. G(z,y) =exps—(z+y) + (7Y + 2 277) } i
i HH | v : ( ? y —1/7-1 11‘
; F(w) = =Rty g<g<1. w6 0w ] “

F) = = e s T

Esta familia caracteriza en forma incompleta la estructura de dependencia ya que Los casos lfmites 7 — 0 y 7 — 1 corresponden a independencia y <11€13>eﬂd§31'1Cla com- L

‘ 1‘“‘; aunque el caso de independencia se tiene cuando 8 = 0, el otro caso limite, & = 1 no et
‘; e pieta.
] | corresponde a dependencia total, sino a un nivel de dependencia media entre X y Y.

. Modelo bilogistico, Joe, Smith y Weissman (1990):

‘ Modelo simétrico logistico, Gumbel (1960): Aw) flmax {(1 o) (1 —w)u, (1 - B)w(l - u>—ﬁ} du,0<a,B<1.
| A(w)‘z R wa}l/a R Los‘caso(s) limites de independencia y dependencia total cuando o = 8 — 0 y cuando
G(z,y) = exp {— (z* + ya)l/a} ,

F(w)=w,1§a<oo,

a:ﬁ——)l. i

Una expresién alternativa para esta funcién de dependencia es,
Los casos de independencia y dependencia completa se tienen cuandoa =1y o — oo

\ C Aw) = (1-w)utw(l-u)?0<e B,
respectivamente. donde u = u(w, o, B), es la rafz de la ecuacién,
Modelo mixto asimétrico, Tawn (1988): (I-a)(1—w)(1— w)f’ = (1 - B wu* =0.
Alw) =o' +0u? — (0 +@w+1,0< 0,0 + 6 < 1, 0+2¢6<1, 0+3¢>0,
. ‘ —c _ 1-8
G(2,y) = exp{~(z+1) + 2y [2(60 + ¢) + y(8 + 2)] (= + )~} . Gla,y) = exp {~2u'™ —y(1 — w7}

14 ! : ‘ 15




Flw) = W 0 < ,8<1, siendo u la funcién de w y los pardmetros o y G-

l—o

definida anteriormente.

Modelo de Mezcla de betas

El modelo de mezcla de betas, presentado en el Capitulo dos, tiene asociada una

distribucién de W dada por,

2
g, (v=x [ 1. vi(vitl
F(w)z Z ( v ) wB(w7y17l/ V’+1)+2(11T1)(1;+L2)b(w71/1+2,V*1/2+1):,

(1 —w)+ 326 ; [wB(w,vi,v —v;) — (%) B(w,v; +2,v — vi+1)] '

donde b y B son las funciones de densidad y de distribucién acumulada beta. La restri-

ccién para los pardmetros es, 0<v; <v/2< v <.

1.4 Descripcién del trabajo

En este trabajo se proponen y discuten modelos de funciones de dependencia de valores
extremos bivariados (X Y). Se enfatiza de manera especial el anilisis estadistico de
extremos bivariados en el esquema de cocientes de extremos, W =Y/ (X + Y) ,

En el Capitulo 2 se presenta un nuevo modelo paramétrico para la funcién de depen-
dencia, definiendo la dlstr1buc1on caracteristica como una mezcla de betas. Como todas
las distribuciones definidas por mezclas, ésta resulta ser sumamente flexible, ademés de
que puede ser extendida a dimensiones mayores a dos. La funcién de dependencia A(w)
correspondiente, tiene como caso limite a una funcién convexa poligonal. Con este mo-
delo podemos generar, con el algoritmo dado en el Apéndice, observaciones bivariadas,
con una gran variedad de patrones de dependencia. Se ilustra la flexibilidad del modelo
propuesto, comparando su ajuste a dos conjuntos de datos, con diferente estructura de
dependencia, a los que también se ajusta el modelo logfstico asimétrico.

En el Capitulo 3 se propone un nuevo modelo paramétrico para la estructura de

de endenm
p a simétrica, definido por una funcién de distribucién simétrica para el cociente
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W =Y/(X +7), con s6lo un pardmetro. Al definir el modelo de dependencia a través
de la distribucién del cociente, reducimos él problema originalmente bivariado, a uno
um'variadé, pudiendo con esto, utilizar pruebas sencillas de bondad de ajuste para juzgar
los modelos de interés. Los modelos mencionados en la seccién anterior tienen formas
complicadas para la funcién de distribucién del cociente. Se dé la expresién para el
coeficiente de asociacién tao de Kendal en términos de la funcién de distribucién del
cociente W. El modelo aqui propuesto se encuentra en la familia exponencial, razén por
la que podemos hacer inferencia de manera sencilla. Se presentan y discuten estimadores
del pardmetro del modelo propuesto, basados en verosimilitud, momentos y esquéma
Bayesiano.

El Capitulo 4 considera la estimacién no-paramétrica de la estructura de dependencia
de extremos bivariados. Se propone un estimador no-paramétrico para la funcién de de-
pendencia. Este estimador se obtiene sustituyendo la funcién de distribucién del cociente
W por su versién muestral, en la expresién de la funcién de dependencia definida por
la funcién de distribucién del cociente. Este nuevo estimador es convexo, a diferencia
del estimador propuesto por Capérad, Fougerés y Genest (1997), partiendo del mismo
principio de sustitucién de la distribucién teérica del cociente por la versién muestral. |
Se estudian algunas propiedades asintéticas del estimador y ademds, para el caso de
muestras pequeiias se compara éste con otros estimadores no-parameétricos conocidos, a
través de un estudio de simulacién. En general el nuevo estimador resulta mejor que los
estimadores de Pickands (1981) y de Tiago de Oliveira. (1992).

En el Capitulo 5 se discuten 3 ejemplos con datos reales, donde se tienen 3 niveles de
dependencia. bivariada: alta, media y baja. En el ejemplo de dependencia alta, los datos
son niveles de el flujo de un rio en dos puntos diferentes de su recorrido. En este caso se
discuten los ajustes de diferentes modelos de dependencia, y se encuentra que los modelos
simétricos de dependencia ajustan bien. Se analizan los datos con el modelo simétrico
propuesto en el Capitulo tres, siguiendo el esquema de los cocientes. En este caso, se

estiman algunas probabilidades conjuntas y condicionales de excedencias. En el ejemplo
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de baja dependencia entre los valores extremos, se prueba la hipétesis de independencia

de los extremos, siguiendo los enfoques de verosimilitud y Bayesiano.

Finalmente en el Capitulo 6 se presentan las aportaciones del trabajo, asf comb al-
gunas dreas de opoi'tunidad para la investigacién futura en el campo de la estadistica
de valores extremos bivariados. Se édvierte que dentro del esquema de los cocientes, el

terreno es bastante fértil, debido a que no ha sido suficientemente investigado. Ademss,

la difusién de técnicas de anilisis relacionadas con el esquema de los cocientes, puede

realizarse con facilidad entre los usuarios, debido a su sencilléz.
En el Apéndice se presenta un algoritmo para la generacién de observaciones multi-
variadas con distribucién de valores extremos. Este algoritmo se basa en la representacién

de Pickands (1981) para la funcién de dependencia.
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Capitulo 2

Modelo de mezcla de betas para la

distribucién caracteristica

2.1 Modelo de mezcla de betas

La distribucién multivariada de valores extremos puede caracterizarse pdr una funcién
de dependencia A(w) o por una medida caracterfstica H(w), definidas por (1.8) y (1.5)
respectivamente. En el caso bivariado, (1/2)H puede interpretarse como la funcién de
distribucién de una variable aleatoria con media 1 y soporte [0,1]. Una familia flexible
de distribuciones con soporte [0, 1], que proponemos en este capitulo como modelo de H,

es una mezcla de distribuciones beta,
H(q> = ZG1B(Q, Vi,V — V'i>7 0 S q S 1 (2.1)
i=1 .

donde 0 < vy <13 < .. < vy < v, 6, >0,0=12,...m, O1 + 03 + ... + 0 = 2,
U106y + vas + ... + Umbm = v y B(g,v;,v — v;) es la funcién de distribucién beta con

pardmetros v; y v — V-
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A

* De las restricciones (1.12) ten '
i . emos para m = 2, : )
ki de la distribucién caracteristica H. Introduciendo en (1.13) la medida H definida por
“iS: 6,+0;, = 2, (2.1) como una mezcla de betas, obtenemos la correspondiente expresion de la funcién
i
\j;‘ : Byt afy = b de dependencia en términos de distribuciones betas,
!1% ‘ - |
De aquf tenemos que 6; y 6, pueden expresarse como, L | Alw) = (1—w)+wHw) - /0 qdH(q) : (2.4)
, - SCERES WL
i v ‘ =
‘ _ (2:2) — zm: <E—z-) 9, B(w,v; + 1.v — v3). ‘
i ' — v=2u , : v - : ‘
i “ i . vo—uv1” : =1 ,
L 610 tres pac . . . » oo
Dl L (S . 3
i ‘\;‘;‘ res pardmetros son libres, vy, vy y v, mientras que 6, v 65 son determinados Este modelo paramétrico de la funcién de dependencia dé un modelo diferenciable, que

aunque no tiene como casos particulares las situaciones de independencia y dependencia

Dol or los pri .- )
\ D primeros. Para tener 6; y 8, positivos, (2.2) requiere que los pbardmetros vy, v,

i ’ 4 . . .
total sf los tiene como casos limites.

y v satisfagan la relacién,
Proposicién En el modelo de mezcla de 2 betas, tenemos los casos de independencia

P ,
O<vi<v/2<uvy<v. ' (2.3) y dependencia total, como casos limites.

. B \1

]

" i) El caso de independencia se tiene cuando (vi/v) — 0, (vo/v) = 1y v — 0.

Para m = 3, tene icei
mos las restricciones, ii) El caso de dependencia total se tiene cuando, (v Jv) — 1/2,(vafv) — 1/2y

: _ vV — 00. '
' |

01+6;+0; = 2
Demostracién: De (2.4), param = 2 tenemos el caso limite, cuando v — oo, (vi/v) —

1/191 -+ 1/292 -+ 1/303 = . N
wy ¥ (va/v) — wa, ’ '
|

n este caso hay cinco pardmetros libres, que pueden ser V1,V2,V3,v ¥ 83, quedando A(w) = | 0. () s 2(w)] 1 607y (w) = B2 (w) 25) |
olw) = [1 — w1 Jy(w) — webaJo(w)] — w |1 — OhJi(w) — b2d2{w)]; : ‘

i 16 1
61 y 63 en términos de los primeros,

6, = (=2 =(va=1)6s donde las funciones Ji(w) y Jo(w) son los casos limites de las funciones beta,

v3—v1
Y202 — (1o ) 0 0<w<w;
0y ={ 331_52 3)02 J;(w)= lim B(w,v;,v— viy= lim B(w,v;—1v— v;) = ,
vifv—wy vi/v—w; 1 w<w <1
De acuerdo con (1.13), podemos expresar la funcién de dependencia A en términos | }
v ‘ mientras que los coeficientes 6; y 82 tienen los valores limites, (1 — 2ws) /(w1 —w2) ¥

(1 — 2w;)/(we — w1), respectivamente.
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Para probar (i), observamos que cuando v — oo, (v1/v) — 0y (v/v) — 1, entonces .

wr = 0,w; = 1,6; =1y 6, = 1. Sustituyendo estos valores en (2.5) tenemos, Ao(w) =1
para0 < w < 1. '
Para probar (ii), observamos que cuando v — oo, (ni/v) = 1/2 y (vo/v) — 1/2

entonces w; = wp = 1/2 y ademss,

Ty (w) = Jy (w) = 0 0<w<1/2 .
1 1/2<w<1
Sustituyendo esto en (2.5), tenemos,
Ao(w) = [L=(1/2)(6 +02)s(w)] — w[L = (61 +0,) (w)] (2.6) -

[1—J(w)] ~ w[l — 2J;(w)]

Il

max(l — w,w), 0 <w< 1.

T .
enemos el modelQ de_ mezcla de dos betas simétrico cuando imponemos la restriccién

Vo =V — Vy;
2 = V — I1; en este caso los pesos de la mezcla son 6; =60, = 1, v la'expresién para la

distribucién caracteristica es

H(q) = B(q,v1,v —v1) + B(g,v — v1,v1),
l@ cual es simétrica. La expresién para la funcién de dependencia correspondiente es

Alw) = (1-w)+w[Bw,v,v— v1) + B{w,v — vy, 1))
vy 14
+ (7> Bw,v1+1,v—v,) + (1 - —Vi) B(w,v —v; +1,1,).
Un factor de dependencia es

2
6 = ;max{ul, (I/ —— 1/2)},
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tomando valores cercanos a cero en el caso de dependencia baja y cercanos a uno en caso

de dependencia alta. Un factor adicional de la fuerza de dependencia o independencia lo

es el valor del pardametro v.

Proposicién La funcién de dependencia para el modelo de mezcla de m betas, tiene
como caso limite una funcién poligonal convexa cuando v — oo, (vi/v) — wi, para

i=1,2,...m.

Demostracién: La funcién caracteristica H(g) definida por (2.1), tiene como forma

limite a la funcién,
Hwolq) = ) _8:i(w); 27)
i=1 .

donde

0 Ofw<w; |
Ji(w) = ,1=1,2,...,m. o (2.8)

La funcién H., es una funcién escalonada, con saltos en los puntos wi, Wz, -, W, de -

magnitud 61,0, ..., 0,, respectivamente. Como 0 < 17 < vy < ... L v, < v entonces

w; w2 £ .o < Wne

La funcién de dependencia A(w) ests determinada por la funcién caracteristica H (w)

segun (1.13),

Aw) =1 —w+wH(w) / GdH(q).
0
Al integrar por partes la integral del lado derecho, obtenemos, '

Alw)=1—w —i—/H(q)dq.
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Sustituyendo H por H.., obtenemos la funcién de dependencia A, (w), que es una-
funcién poligonal, lineal entre cada par de puntos, w;_;, w;, debido a que H., es constante

en cada intervalo [w;_, w;).

Obtenemos la forma lmite Ao de la funcién de dependencia, tomando el lfmite de

(2.4), cuando v y v; crecen, de tal forma que (v;/v) — w; parai=1,2, ... m

A (w) = [1 - ZwiﬁiJi(w)J —w l:l - i@zgfz(w)J , (2.9)

donde J; (w) i = 1,2, ...,m estan dadas por (2.8).
Esta funcién poligonal convexa tiene sus puntos de cambio de pendiente en las aBscisas

satisfacen las restricciones,

; Osw; = 1. (2.11)

citadas en el capftulo 1,

/lqu(q) =/1(1—Q)dH(Q) =1,
0 0
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las cuales en el caso bajo estudio son

- H() = 2,
1
[ @ =1
0

De la primera expresién, obtenemos la restriccion (2.10), mientras que de la segunda

tenemos,
/ H(g)dg = / > 6:iJi(q)dg = /Z (Z 9k> T 21 (2) 48,
0 0 0

donde w1 = 1y Jjay(q) es la funcién que vale uno en el intervalo [a, b] y cero fuera de

él. Esta integral resulta ser, .

Jrne = $5(50) a5 (S0 oo
0 k=1 |

i=1 k=1 wi =1
= Zez(l - wz) = 17
i=1

de donde obtenemos (2.11).

Para valores grandes de v la funcién de dependencia resulta ser una poligonal suavizada.

El modelo con m = 2 tiene suficiente flexibilidad para modelar diferentes grados de

asimetria y dependencia.

2.2 Verosimilitud

Anteriormente se han utilizado varios métodos ad-hoc para estimar los pardmetros de
modelos de valores extremos bivariados (Gumbel y Mustafi, 1967; Posner et al., 1969).

En este trabajo nos interesa comparar los diferentes modelos citados, por lo tanto uti-
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lizamos un método de estimacién comtin, como lo es el método de méxima verosimilitud.- .

Para todos los modelos, estimamos los pardmetros de cada modelo de valores extremos

k)

maximizando la verosimilitud basada en la funcién de densidad conj unté de (X,Y):

L(9) = H (65 25, 4:) Hf(xhyu

=1

Para construir la funcién de verosimilitud con el modelo propuesto, inicialmente ex-
presamos la funcién de densidad conjunta bivariada f (z,y;0), en términos de la funcién

de distribucién caracteristica H, utilizada en la definicién de la funcién de dependencia
2

S(z,y)

Fey) = e (212)

O0z0y

= exp ‘—x—yH< Y )-I—(x-!-y) ;/hqu(Q)
0

r+y
Y om ()41
c+9° \z+y — [ qdH(q) / (1—¢q)dH(q)
0 0 -

- sustituimos H y h = H' por las correspondientes mezclas de betas (2.1) para obtener la

densidad conjunta en términos de los pardmetros del modelo propuesto, con la distribu-

cidn caracteristica dada por (2.3) con m = 2, y adem4s

/qu(q) = Z@i (%) b(w,v; + 1,v — 1),
0

=1
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/1—qu Ze(

0

> b(w,vi, v —v; +1).

El estimador 8 de méxima verosimilitud de 8 = (v1,v2,v) es el que maximiza la

funcién de verosimilitud con la restriccion,
0cOy={(r,vev)|0<y SV/2<r < v}.

Para obtener este estimador, maximizamos la funcién de verosimilitud L(¢) modificada
L(@) 510 € ©y C R3

0 sifeR*— 0y
Como la funcién de verosimilitud que resulta al considerar el modelo propuesto o los

de la siguiente forma: L(f) =

modelos mencionados, es complicada, resulta que el estimador de méxima verosimilitud

no tiene forma cerrada, sino que se obtiene numéricamente.

2.3 Comparacién

Con el fin de ilustrar la flexibilidad del modelo de mezcla de dos betas aqui propuesto, se
simularon dos conjuntos de datos con diferente estructura de dependencia, ajustando los
modelos logistico asimétrico y de mezcla de dos betas. En estos dos ejemplos, observamos
que mientras que el modelo propuesto se adapta al logistico asimétrico, éste no tiene la

flexibilidad para adaptarse al modelo de mezcla.

El modelo logistico asimétrico de la funcién de dependencia s6lo tiene un punto de

cambio, mientras que el modelo de mezcla de betas tiene dos. Esto le da mayor flexibilidad
al segundo modelo, como se observa en las Figuras 2.1 y 2.2, donde se muestran dos
ejemplos de ajuste de estos modelos a diferentes conjuntos de datos simulados.

En la Figura 2.1, se muestran las graficas del modelo logistico asimétrico u’c1hzado para
simular 100 parejas (X,Y) alas quese ajustaron los modelos logfstico asimétrico y mezcla

de dos betas cuyas graficas se presentan aqui. Los modelos ajustados précticamente
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coinciden en todo el intervalo (0, 1).

Tabla 2.1. Pardmetros de modelo simulado y modelos estimados.

modelo param. param. . | param. log-ver.

Logistico asimétrico simulado | 8 = 1.0 ¢o=.8 a=>5

Mezcla de 2 betas estimado vy =.124 | 3 =20.054 | & = 34.579 | —110.802

~

Logistico asimétrico estimado | 6 = .969 | ¢ = .735 & =6.240 | —109.921

<
[+
i
Q
o
z
<
M~
S A
© | D Tt — 2betas
e \ J/ -~~~  Modelo
N . - - Dep.total
- N/ — =  Log.asim.
i N
T T T [} T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1. Funciones de dependencia simulada y estimadas. Modelo simulado:

logfstico asimétrico. Modelos estimados: mezcla de 2 betas y logistico asimétrico.

Asf mismo se simularon 100 parejas (X,Y") de valores extremos con una funcién de
dependencia mezcla de betas que se presenta en la Figura 2.2, donde también apare-
cen las funciones de dependencia logistica asimétrica y mezcla de betas ajustadas. En

esta Figura, a diferencia de la anterior, encontramos que la mezcla de betas estimada
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. i 1a Sl 1 istica
précticamente coincide con la funcién de dependencia simulada, mientras que la logis
1a sl arte
estimada sélo coincide en la rama derecha de la dependencia simulada, esto es en lap
1 5 debe
donde la dependencia fuerte es mds prolongada. Este comportamiento anémalo se

a que la logistica sélo tiene un punto de cambio en su curvatura.

Tabla 2.2. Pardmetros de modelo simulado y modelos estimados.
log-ver.

modelo param. param. param.
v =100

Mezcla de 2 betas simulado vy =20 vo =70 _
' D= 97414 | D, — 93.680 | U= 132.857 | —140.335

Mezcla de 2 betas estimado

-~

¢ = .424 & =9.275 —162.835

Logisjcico asimétrico estimado | § = 1.0

<
[=>]
-
®
o
z
<
~
(=)
\ ’ 2 betas
g h N oo Modelo
° N ’ - - Dep.total
h / - Log.asim.
0 N
o 7 : , : 1 ;
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
w

Figura 2.2. Funciones de dependencia simulada y estimadas. Modelo simulado:

mezcla de 2 betas. Modelos estimados: mezcla de 2 betas y logistico asimétrico.

Se simularoﬁ dos conjuntos de datos con el modelo logistico asimétrico y el de mezcla

de dos betas. Al ajustar ambos modelos a los datos generados con el modelo logistico se
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observé que ambos modelos ajustan igualmente bien, mientras que al ajustar los modelos

a los datos generados con el modelo mezcla de betas, el modelo mezcla de betas ajusté
bien y en cambio el modelo logfstico asimétrico tuvo un ajuste deficiente. Aquf concluimos
que el modelo de mezcla de betas es bastante flexible al ajustar extremos bivariados con

dependencia presente.

Cabe destacar que el modelo propuesto en el caso bivariado puede extenderse a tres

© mds dimensiones, utilizando mezcla de distribuciones Dirichlet.
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Capitulo 3

Un modelo de dependencia de
extremos bivariados (X,Y), en
términos de la distribucién del

cociente W=Y /(X4+Y) /,

3.1 Caracterizaciéon

La estructura de dependencia de los valores extremos bivariados (X,Y) esté definida de
acuerdo a la caracterizacién de Pickands (1981) por la funcién de dependencia A(w), que

es funcién de X y Y a través del cociente W =Y/(X +Y). El patrén de variabilidad de

W depende de la estructura de dependencia de las variables exponenciales unitarias Xy

Y. Asi, cuando las dos variables son independientes, W' se distribuye uniformemente en el
intervalo (0, 1), mientras que si hay un patrén de dependencia total, donde P(X =Y) =
1, entonces W tiene en el intervalo (0, 1) una distribucién de salto, con P (W=1/2)=1
En general la relacién entre la estructura de dependencia de X y Y, y el patrén de
variabilidad de W, est4 dado por la siguiente relacion entre la funcién de dependencia

A(w) y la funcién de distribucién del cociente, cuya demostracién se di6 en el Capitulo
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F(w) =w+w(l — w)A (w)/A(w). (3.1)

Esta relacién ha sido planteada anteriormente por Tiago de Oliveira (1984), en el
contexto de la funcién de dependencia para el caso de valores extremos bivariados con
marginales Gumbel. F4cilmente obtenemos de (3.1) una representacién adjcibnal para la

funcién de dependencia A(w) en términos de la funcién de distribucion F(w) del cociente

w,

w

, 0

Las restricciones que tiene la funcién de distribucién F(w), son las heredadas por la
funcién de dependencia, mencionadas en el Capitulo 1, a través de la relacién (3.1).

De la identidad (3.2) y de las restricciones para A(w), de ser convexa y ademss
A(0) = A(1) = 1, tenemos que existe un intervalo [wg, w;], con 0 < wy < w, < 1, tal que

la funcién

_ [ F(s)—s

es decreciente en [0, wo), se anula en [wp, w,] y es creciente en v[wo, 1].

Esto significa que la funcién de distribucién F(w) inicia por debajo de la diagonal,
Cruza en un punto wp a la diagonal, coincidiendo con ella en [wp, wy| y posteriormente
continua por arriba de la diagonal, de tal forma que la integral de 0 a 1, que aparece en
la exponencial de (3.2) es cero.

Tanto la forma de la funcién de dependencia A(w) como de la funcién de distribucién
F(w) nos dan una idea grafica de la estructura de dependencia de las variables X yY.

La ventaja de analizar la estructura de dependencia de los extremos X ,Y através de los
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cocientes W = Y/(X +Y), se debe 2 la sencillez con que podemos visualizar la forma de
la funcién de distribucién del cociente, evaluando la funcién de distribucién empirica para
la muestra de cocientes wy, Wz, ..., W, que tengamos. Ademds podemos utilizar pruebas
de bondad de ajuste basadas en la funcién de distribucion empirica.

Quando tenemos un modelo paramétrico para la estructura de dependencia de valores
extremos bivariados,‘podemos éstimar el modelo considerando el "esquema de verosimili-
tud, bajo cualquiera de las dos caracterizaciones; la funcién de dependencia o la funcién
de distribucién del cociente. En el caso de caracterizar el patrén de dependencia con
la funcién A(w), la estimacién se dé en el esquema bivariado (X,Y’), mientras que al
considerar la dependencia a través de la funcién F'(w), como lo hacemos en este capitulo,
la estimacién se d4 en el esquema univariado W. .

En el esquema de la distribucién del cociente W, un patrén de dependencia positiva
se traduce en acumulacién de puntos w; en la parte central del intervalo [0,1], mientras
que la independencia entre X y Y corresponde a la distribucién Uniforme(0,1) de W.

En el caso de dependencia positiva, la funcién de dependencia A(w), es una funcién
convexa que se encuentra arriba de max(w,1 —w) y A(0) = A(1) = 1.

En la Figura 3.2 tenemos funciones de supervivencia bivariada para diferentes ca-
sos de dependencia. En las graficas correspondientes a dependencia positiva tenemos
mayor probabilidad de encontrar que X y YV ambas sean grandes o pequenas. Esta ca-
racterizacién de la estructura de dependencia entre X y Y permite investigar diferentes
aspectos del patrén de dependencia estudiando la funcién de distribucién F(w). Por
ejemplo, la hipétesis de independencia entre las ‘Variables X y Y se reduce a probar la
hipétesis de distribucién Uniforme(0,1) para los cocientes wi, W2, ---, Wn. Igualmente, la
hipétesis de simetrfa alrededor de 1/2 de la funcién de dependencia A(w) se traduce en
la hipé6tesis de simetria alrededor de 1/2 de la funcién de distribucién F(w), que puede
probarse‘con estadisticas basadas en la funcién de distribucién empirica, discutidas en

D’Agostino-Stephens (1988).

33




o Funcién de dependencia

o
o
< o N — Dep. media
T N Pid - Dep. total
N - ’ Independencia
O T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
w
Distribucién de W
“‘H;\ :
0 P
| h“w‘
s
<
) o — Dep. media
by - Dep. Total
v Independencia
;‘ o‘ T —‘—_"__T__—_—__-.I——__ T
i (@) T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
I

| total.

34

Figura 3.1. Funciones de dependencia A(w), y de distribucién F(w) del cociente

W =Y/(X +7), para los casos de independencia, dependencia media y dep

Dep. positiva media

Independencia

3.0

Dep. positiva fuerte

3.0

25

2.0

1.0

0.5

T

06 04 0!2 o1 0.0

T T T T T

0.0

0.0 1.0 2.0 3.0

Figura 3.2. Gréficas de contorno de la funcién de supervivencia bivariada para

diferentes casos de dependencia de los valores extremos X y Y.
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Las funciones de distribucién del cociente W, correspondientes a los modelos paramétri-

cos de la distribucién bivariada de valores extremos citados anteriormente, que se se

obtienen a partir de la relacién (3.1), se presentan en el Capitulo 1.

3.2 Modelo propuesto

Una caracteristica notable de la teorfa de valores extremos multivariados es que, a dife-
rencia del caso univariado, no existe una familia paramétrica de dimensién finita para
la funcién de dependencia A. Por esta razén, la modelacién paramétrica ha consistido
en dar subfamilias paramétricas de dimensién finita, que tienen la flexibilidad suficiente
para aproximar los diferentes casos posibles de depehdencia.

Considerando que hay una. relacién biunfvoca entre las funciones de dependencia A

y las funciones de distribucién F del cociente, la estrategia anterior de modelacién, se
2

- puede seguir para modelar la estructura de dependencia, en términos de la funcién de

distribucién del cociente.

En la Figura 3.1 presentamos graficamente la relacién entre la funcién de dependencia
A(w) y la funcién de distribucién F (w), para diferentes casos de dependencia.

El caso de independencia corresponde a la funcién de dependencia constante Alw) =
1, y a la distribucién Uniforme(0, 1) para el cociente W. El caso de dependéncia to-
tal, equivale a tener como funcién de dependencia A(w), las diagonales superiores del
cuadrado unitario, mientras que la funcién de distribucién F(w) es la funcién de salto en
1/2.

El caso general de dependencia simétrica, corresponde en el caso de la funcién A(w), a
una funcién convexa simétrica dentro del drea aéotada por los casos limite de dependen-
cla, mientras que para la funcién de distribucién F(w), tenemos una funcién sigmoidal
simétrica ubicada dentro del drea limitada por los casos de independencia y dependencia

total.

En este esquema de modelacién, proponemos un modelo para la estructura de de-
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pendencia simétrica, dado por una subfamilia de distribuciones simétricas, con soporte
[0,1], que tiene como un caso limite la distribucién singular que asigna probabilidad uno
aw = 1/2, y también tiene como uno de sus miembros a la distribucién Uniforme(0, 1).
Gréficamente esta familia cubre el drea delimitada por los casos extremos de dependencia

mostrados en la Figura 3.1.

El modelo propuesto para la estructura de dependencia, estd dado por la familia de

distribuciones,

Flw) , 20 1y?, 0<w<1/2 (3 3)
w) = .
1—-2H1—-w)*, 1/2<w<l, 0<a<oo.

Cuando a = 1, tenemos el caso de independencia entre la variables X yY,yaque |

F(w) = w y por lo tanto, de (3.2) tenemos A(w) =1,0 <w < 1. Cuando a > 1, tenemos
el caso de dependencia positiva entre las variables X y V. Este modelo también considera
el caso de dependencia negativa entre X y Y, que se tiene cuando 0 < a < 1. La ventaja

I

de extender el espacio parametral de [1,00) a (0, 00) radica en que el pardmetro a = 1, es

un punto de interés, ya que corresponde a tener independencia; en el espacio pardmetral

extendido este valor queda como un punto interior, mientras que en el subespacio [1,00)
es un punto frontera, lo cual crea problema al hacer inferencia sobre el pardmetro a, tanto
con el esquema de verosimilitud como con el de momentos.

Este modelo es similar al logistico simétrico, s6lo que, como veremos en la seccién de
inferencia, a diferencia del modelo logfstico, en el nuevo modelo se tiene que el estimador
méximo verosimil del pardmetro a tiene una forma cerrada, al igual que su varianza.
Ademés, por la sencillez de la distribucién del cociente, facilmente se obtiene el momento
de orden dos, con lo cual se llega a una expresién sencilla para el estimador del pardmetro

a por el método de momentos.

Aunque el modelo propuesto se define por la funcién de distribucién del cociente

dada en (3.3), utilizando la relacién (3.2), podemos obtener la expresién correspondiente:

para la funcién de dependencia A. Esta funcién no tiene una forma cerrada, y como se
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demuestra enseguida, se expresa en términos de la serie

A(w) = max(w,1 — w) exp [2"“1 o (i wa i_n w) MJ O<w<l (3.4)

n=0

Para demostrar la identidad (3.4) consideramos primeramente, 0 < w < 1 /2. Desa,

rrollando la integral que se tiene como argumento de la exponencial en (3.2), tenemos

0/ {f((f)—_ss} ’ O/w {2a-1_3 }ds (3.5)

0
= log(l—w).g_/zsa 1+igg
0 =0
l (1 )+iwa+i
= log{l —w -,
i=oa+l

D ..
€ manera similar, para 1/2 < w < 1, desarrollando la integral que se tiene como

argumento de la exponencial en (3.2), tenemos,

w

[ - {E5 e [P

y haciendo el cambio de variable, ¢t = s — w, obtenemos
K 3

O/ {f((f )__83 } s = log(w)+2°7" :/_w {( 1ta——1t) } B -
| = log(w) + 201 f: (1 ;—/:—U)‘a.-ki
i=0 z

De (3-5) y (3.6) obtenemos (3.4).

38

Existe otra representacién para la funcién de dependencia A(w), en términos de la

funcién hipergeomeétrica, que resulta al expresar la integral I { (slc__sl) } ds en términos de
0

la funcién hipergeométrica, como se muestra enseguida.

({2 s

= —F(l,a,a+ 1, w),
a

w/{l—wt}

0

[

——
[V
Il
8 O\H

donde F(1,a,a + 1,w) es la funcién hipergeométrica (ver Abramowitz & Stegun, 1965).

Esta representacion adicional, es

2a—1
A(w) = max(w, 1 — w) exp [ "

min(w,i —w)F(1,a,a+ Lmin(w,1 —w))|. (3.7)

Para valores grandes de a se tiene el siguiente desarrollo asint6tico (ver Abramowitz

& Stegun, 1965) de la funcién hipergeométrica,

=0

F(l,a,a+1,w) = Z (aii) w' + O(la—}— 177,

Asf se tiene la siguiente representacién para la funcién de dependencia,

A(w) = max(w,1 — w) exp l:Qa“l Z (min(w, 1'_. W)™ + O (la+ 17 . (338)

3 a+1

El ntdmero de términos en la serie puede elegirse de acuerdo al orden de magnitud

O(Ja+1]7™"). Por ejemplo, especificando una exactitud 10710, en nimero de términos

depende del valor del pardmetro a:

2 11001110111 l15l2 |3 14 |5 |6
ml32 131 |30 |25 |20]17 |14 12|10
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3.2.1 Medida de asociacién

Una medida usual de asociacién entre dos variables aleatorias X v Y, esla 7 de Kendal
7, que se define como la diferencia entre las probabilidades de concordancia y discordan-
cia para dos parejas de variables aleatorias, (X3,Y;) y (X2,Y5). La asociacion entre los
valores extremos (X,Y’), medida por la 7 de Kendall, se obtiene a partir de la funcién de

dependencia A(w), por Ghoudi, Khoudraji y Rivest (1998),

_ / “—;Z“t)—t)dA'(t). (3.9)
0

Es posible definir este coeficiente de asociacién, en términos de la funcién de distribu- K

cién F(w) del cociente W, como lo establecemos a continuacién.

Proposicién. La asociacién entre los valores extremos (X,Y), medida por la 7
de Kendall, se obtiene a partir de la funcién de distribucién F(w) del cociente W =

Y/(X+Y), por

‘sz[fg_l}[f_g_l}dt. e

Demostracién. De la relacién (3.1) entre la funcién de dependencia A(w) y la funcién
de distribucién F(w), tenemos,
F(t)—t

A(t) = g X AD).

Derivando ambos lados de esta igualdad tenemos,

d ., Fit)y—t] |, d [F(t)—t
EﬂAM%=&H?5}Mﬂ+A@E[ﬂL%J'
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Desarrollando y sustituyendo en la expresion integral (3.9) para 7 tenemos,

o /1{[15’(%‘)4]2 [—t([lF_(tiﬂ—t](l"%)+[f(t)—1]}dt

()~ [F () = 1+1] _1.
[{ro-ing b+ 1Py~ 1

Como el soporte del cociente es el intervalo [0, 1], entonces F(1) = 1. Por lo tanto la

expresi6n integral para 7, en términos de la funcién de distribucién del cociente es -

= -

Para el modelo propuesto, definido por la funcién de distribucién del cociente, este

coeficiente de asociacién est4 dado en términos de la funcién hipergeométrica F (e, 8,7y, w)

por,

1.1 _ Y Fla+la+21/2), (3.11)
= (1= )+ F(1,20,2041,1/2) = o FQL

o de la representacién en series para la funcién hipergeométrica, tenemos

1S () & @) 3.12)
T=(1—5)+§._02a+i ;a+1+z" (

Demostramos la expresion anterior de la 7 de Kendall, partiendo de la relacion (3.10),

incluyendo la funcién de distribucién del cociente F'(w) para el modelo propuesto,
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i 1a¢16 10 estra
den a incrementos considerables del coeficiente de asociacién 7. Esta relacién se mu
éri sdeayT.
K 1 numéricamente en la Tabla 3.1 para algunos valore y

20~1lza 2a—1ta
= -1 —1|dt
! / [ t Hl—t
0

-l

1

sy ey,

t 1-¢
1/2 ,
2 1 1
2e-1¢a a1 =
= 2 / SO A |
t 1-¢
0 . ©
1 M2 120 1 e
Lol 40—~142a— 9a—1lia
ar = 2 - — 20711 4 1] gt =
I 1—t¢ 1—¢ I o ‘
N‘; / ‘ 0 g © I
i < |
\ E Los dos primeros términos del integrando no dan una forma cerrada para la integral, LI
(i -
| por lo tanto, la 7 queda en términos de la funcién hipergeométrica, m
3 -] ;
j H} . ' 1 1/2t2a—1 12 e =] ' ; T : T T | ‘
i i T = (1- ZL-) +2 4“_1/1 tdt-—Z“"l/——l tdt (3.13) 0 20 40 60 80 100
Lo : — —
i

‘ﬁ
' |
L 4 / A )
e ‘ ' 1 1 1 |
! = (1= )+ (120,20 4+1,1/2) - ——F(La+1,a+2,1/2). o | pargmetro o

‘ | Figura 3.3. Relacién entre el coeficiente de asociacion 7 de Kendall y el pardme

u del modelo de dependencia propuesto.

Tabla 3.1. Relacién entre el coeficiente de asociacién = de Kendall y el pardmetro a

L ' del modelo de dependencia propuesto.
| (10111 (15 |2 3 4 5 10 |20 |50 |100

| 7.0 |.078|.291 | 445 | 611 | .699 | .754 | .871 | .933 | .973 | .986 3.3 Inferencia parametrlca

i cién
" La estructura de dependencia de los valores extremos (X, Y), se encuentra en la fun

de dependencia A(w), que parametriza la distribucién de los valores extremos (X,Y).
En la Figura 3.3 mostramos la relacién entre la + de Kendall y el pardmetro a del

' i izacid la..
tra (X;,Y:),i = 1,2,...,n de valores extremos. Al considerar la caracterizacién de
k2]
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dependencia en términos de la funcién de distribucién F'(w) del cociente, la informacién
muestral se encuentra en los cocientes W;i = 1,2,..,n. El estudio de la estructura de
dependencia cuando tenemos un modelo parameétrico, se puede llevar a cabo utilizando
meétodos de verosimilitud, el método de momentos o el esquema Bayesiano. Estos pro-

cedimi
Im1entos en nuestro caso no presentan gran dificultad, debido a, que la funcién de

densidad de probabilidades tiene una, forma sencilla

a2 w1l 0 <w < 1/2
a2 M (1—w)* ! 1/2<w< 1.

f(w)

(3.14)

= a[2min (w,1 - w)]*™?, 0<w<l,

don i
de a es un pardmetro que se encuentra en el rango [1,00).

La famili istribuci {
amilia de distribuciones aqul propuesta pertenece a la familia exponencial ya que
b

la densidad (3.14) se puede expresar en forma exponencial como

f(w;a) = g(a)b(w) exp {$(a)h(w)}, (3.15)

d — = |
onde, g(a) = a,b(w) = 1, ¢(a) = —(a~1),h(w) = ~log [2min (w,1 — w)]
S Importante encontrar que esta distribucién est4 dentro de la familia exponencial

orque co
porqg n esto, sabemos que comparte las propiedades conocidas para esta extensa
familia de distribuciones.

A -, . » . .
81, existe un estadistico completo suficiente para el pardmetro a. Cuando la infor-

macicn di . . )
cién disponible para estimar el parametro a es la muestra aleatoria {W, W, W,}
? t ] nje

entonces el estadistico completo suficiente es
?

T(Wh, ..., W,) = —‘Zlog [2min (W;,1 - W;)]. ~ (3.16)

En los mod étri
elos paramétricos de valores extremos bivariados que se han propuesto po
: . g
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varios autores y que se mencionan en el primer Capitulo, la correspondiente distribucién
del cociente W no tiene una forma sencilla, y ademds no se encuentran en la familia

exponencial. En el Apéndice del presente Capitulo se muestran las funciones de densidad

de probabilidad del cociente.

Al comparar diferentes estimadores para el pardmetro a, una medida de desempeno

adecuada es el error cuadritico medio (ECM) de un estimador U, que estd relacionado

con su varianza y sesgo,
E,(U — ) = Va(U) + [Ea(U) — af.

Al restringir la comparacién de estimadores a la familia de los estimadores iﬁsesgados
del pardmetro a, la varianza y el ECM coinciden, ya que E,(U)—a=0.Asi,la bﬁsqueda
de un mejor estimador dentro de los estimadores insesgados, es equivalente a buscar un
estimador insesgado con minima varianza uniformemente (IMVU), esto es, un estimador
S del pardmetro a, tal que, Eq(S) = a y Va(S) < V,(U), para cualquier estimador
insesgado U de a. Un resultado ttil en la bisqueda de un estimador IMVU para a, es el
siguiente:

Teorema (Lehmann-Scheffé). Si T'(W1, Wa, ..., W,) es un estadistico suficiente com-
pleto y S(Wq, Wa, ..., W,) = s(T), una funcién de T, es un estimador insesgado de a,
entonces S (Wl‘, Wa, ..., Wa,) es un estimador IMVU de a

El estadfstico suficiente completo T’ de a, dado en (3.16) no es insesgado para el
pardmetro a, pero podemos podemos transformarlo para obtener un estadistico insesgado.

El siguiente teorema nos da la distribucién del estadistico suficiente 7.

Teorema. El estadistico suficiente T'(Wy, Wa, ..., W,,) dado en (3.16) tiene una dis-

tribucién Gama, con parametros, n y a.

Demostracién. Sea W;, una variable aleatoria con funcién de distribucién acurnulada
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dada por (3.3), y sea X; = 2min(W;,1 — W;). Para 0 < z < 1,

Fx(z) = P(X;<z)=PQ2min(W;,1-W;) <z)= P(min(W;,1 - W,) S z/2)
= P(W;<z/2)+P(1-W;<z/2)=P(W;<z/2)+P(W; >1—-2z/2)
= 2°Mz/2)* +1-[1-2°""(1—-1+2/2)

= z°%

Sea la variable aleatoria Y; = — In(X;). Seay > 0.

Fy(y) = PY;<y)=P[-In(X;) <y] = P[X; > exp(~y)]

= 1—exp(—ay).

Como T(Wy, Wy, ..., W,,) es una suma de n variables aleatorias Y, Y3, ..., Y, indepen-
dientes idénticamente distribuidas exponencialmente con pardmetro a, entonces, T tiene
bl
distribucién Gama(n,a).

De acuerdo a la distribucién del estadistico completo y suficiente T(Wl, Wa,yoo, W, )

su esperanza y su varianza estdn dadas por,

E(T) = n/a
V(T) = n/d®

Fécilmente podemos ver que si el estadistico T tiene distribucién Gama con pardme-
tros a y n, entonces funcién S = (n — 1)/T del estadistico T, es un estimador insesgado
de a.

De acuerdo al teorema de Lehmann-Scheffé, el estimador
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S(W]_,WQ,...,Wn) = (n—l)/T(Wl,W2,...,Wn)

n—1

TS log [2min (W, 1 — Wi)]’

para el pardmetro a, es un estimador IMVU.

Como T = T(W,, Ws, ..., W,,) tiene distribucion Gama(n, a), entonces podemos obtener

estimaciones por intervalo a partir de la cantidad pivotal, 2aT, que tiene distribucién ji-

cuadrada, con 2n grados de libertad.

De acuerdo a lo anterior,

l—a = P [J{(ZQn,a/Z) _<_ 2aT _<_ J{(‘2271,1—&/2)]

%2 %2
(2n,a/2) (2n,1—a/2)
Pl g < ——=
-2 - ¢= 2T ’

por lo cual, un intervalo de 100(1 — )% de confianza para el pardmetro a esta dado por,

%(ZQn,a/Z) %(2271,1—0:/2)
2r 2T )

El limite inferior de este intervalo puede ser menor que 1 con una probabilidad muy
alta cuando los datos provienen de una poblacién de extremos bivariados, con una es-

tructura de dependencia negativa o positiva pero débil y que por azar se induce una

dependencia negativa en la muestra.
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3.3.1 Verosimilitud

En el esquema de verosimilitud, la informacién del modelo propuesto, que se encuentra

en la muestra de cocientes wy, wy, ...w,, estd dada por la funcién de verosimilitud,
‘ n
La;wy, ..o w,) = a" [ [ [2min (ws, 1 — w)]*™, a>0. (3.17)
=1
En forma equivalente, esta informacién se encuentra en la funcién log-verosimilitud
7

la;wy, ..., w,) = nlog(a) + (a —1) Zlog [2min (w;, 1 — w;)]. (3.18)

=1

Un estimador puntual del pardmetro a, es el estimador de maxima verosimilitud, que - "

se define como el valor de a que maximiza la funcién log-verosimilitud (3.18). En nuestro

modelo, este estimador es,

i=—n {Zln [2 min (w;, 1 — wi)]} . (3.19)

=1

La informacién observada ests dada por,

2
](&)=_dl(a) _n
da? | _, &%’
mientras que la varianza asintética es,
V(&) = a*/n. (3.20)

Como la funcién de densidad de probabilidades correspondiente al modelo propuesto
tiene un comportamiento suave, entonces el estimador maximo-verosimil tiene una dis-

tribucién asintética normal, con media a y varianza I ~Ha).
Las funciones de verosimilitud relativa R(a) = L(a) /L(&) y log-verosimilitud rela-

tiva r(a) = Il(a) — I(@), dan una medida del apoyo de los datos a diferentes valores
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del pardmetro a. La funcién —2log R(a) = —2r(a) se distribuye asint6ticamente como
ji-cuadrada con un grado de libertad; de aquf obtenemos intervalos de verosimilitud-

confianza. Un intervalo de verosimilitud-confianza (1 — )100%, se define como
{CL >0: —-27‘(&) < X%l—oz;l)} 3

donde X%l—a;l) es el cuantil (1 — /2) de la distribucién ji—éuadrada con un grado de
libertad.
‘El lfmite izquierdo del intervalo de verosimilitud-confianza también puede ser menor
que 1 cgando los datos tienen un patrén de dependencia positiva pero débil o negativa.
El estimador de méxima verosimilitud dado por (3.19), es un estimador sesgado,

funcién del estadistico completo suficiente dado por (3.16), con esperanza y varianza,

7 = (37)e

3.3.2 Estimacién de a por el Método de Momentos

La estimacién por el método de momentos, del pardmetro a que posee el modelo propuesto
(3.3), requiere de una ecuacion donde se tienen las versiones muestral y poblacional, del
momento del menor orden que permita su resolucién. Como el modelo propuesto es
una distribucién simétrica con soporte [0, 1], el primer momento E(W) es la constante
1/2, independiente del pardmetro a. Requerimos entonces formular una ecuacién con los

momentos muestral y poblacional de orden 2. El segundo momento de la distribucién

(3.3), es

1 a(a + 3)
2 4a+Dla+2)

E(W?) =
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Resolviendo la ecuacién de segundos momentos E(W?) = (w? + wi + ... + w?)/n,

tenemos el estimador de momentos para a,

=34+ (1+2/s%)?
2 b

a=

(3.21)

donde s? es el segundo momento muestral centrado en la media poblacional 1/2,.

s2=%2(w?—i).

Este estimador est4 determinado por la variabilidad muestral de los cocientes Wy, Wo,- °

-y Wn, ¥ podemos ver facilmente que cuando el valor de s? coincide con la varianza (1/12)
de la distribucién Uniforme(0, 1), entonces & toma el valor 1, que corresponde a el caso
de independencia. En cambio, cuando se tiene variabilidad muestral nula alrededor de la.
media poblacional 1/2, entonces & = oo, lo cual corresponde a tener dependencia total
positiva. ‘En cambio si la distribucién de los cocientes alrededor de la media poblacional
1/2, es tal que el segundo momento muestral s? toma un valor mayor a la varianza
(1/12) de la distribucién Uniforme(0,1), esto es una indicacién de que los datcs tienen

una estructura de dependencia negativa, y el pardmetro estimado & es menor que 1.

3.3.3 Enfoque Bayesiano

El espacio parametral del modelo propuesto en (3.3) se define en forma extendida, in-
cluyendo valores menores que 1, con el fin de evitar problemas al hacer inferencias sobre
el pardmetro a. Cuando tenemos la seguridad de que la estructura de dependencia de lds
extremos bivariados es no negativa, y por tal razén queremos obtener una estimacién de
a, no menor que 1 y ademds, una estimacién por intervalo que excluya Valofes menores
que 1, podemos utilizar el esquema Bayesiano, para incluir la restriccién de ser mayor o

igual a 1 para el pardmetro a.
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Exploramos aqui el enfoque Bayesiano de inferencia acerca del pardmetro del modelo
propuesto. La informacion que permite estimar el pardmetro o probar hipétesis estadisti-
cas relacionadas con el modelo, se encuentra en la funcién de densidad de probabilidades
a posteriori, dada por

flalwy,w Wp) = fln, wn, - wnle) o)
LT TS T f(wn, wa, .o, wala) fo(a)da
A

donde f(wi,ws, ..., wy|a) es la densidad conjunta de los datos wy, wa, ..., Wn dado el valor
a del parsmetro, fy(a) es la funcién de densidad de probabilidades a priori. '

El Teorema de Bayes nos permite combinar informacién a priori sobre el pardmetro
a con datos generados de acuerdo al modelo de probabilidad propuesto en (3.3), para
obtener informacién del pardmetro a, actualizada por los datos. Este conocimiento ac-
tualizado de a, lo tenemos en la funcién de densidad de a condicionada por los datos,
flalwy, wa, ..., w,).

En nuestro caso la informacién de los datos ingresa via la verosimilitud dada en (3.17),
en donde combinamos los datos observados y la funcién de densidad (3.14) del modelo
propuesto.

La informacién a priori sobre el pardmetro a, se tiene en la funcién de densidad a
priori fo(a). En la determinacién de funciones de densidad a priori, dos consideraciones
importantes son, la informacién previa que tenemos sobre el pardmetro y la facilidad
para implementar el paradigma Bayesiano.

La informacién que tenemos sobre a, en nuestro caso, es que la dependencia que se
tiene entre los extremos X,Y es positiva. Antes de traducir esto en una funcién de den-
sidad a priori, discutimos una familia de densidades a priori, motivada por conveniencia
matemdtica, que permite obtener con facilidad la funcién de densidad a posteriori para
a. Esta es la familia de densidades a priori conjugada.

Como la funcién de densidad de probabilidades (3.14) del modelo propuesto se en-

cuentra en la familia exponencial de distribuciones, entonces se tiene una distribucién a
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priori conjugada que puede encontrarse con relativa facilidad. La forma exponencial de

nuestra funcién de densidad de probabilidades es,
f(w;a) = g(a)b(w) exp {¢(a)h(w)},

donde g(a) = a, b(w) = 1, ¢(a) = —(a — 1), h(w) = —2log[min(w, 1 — w)]. Esta familia
exponencial es una familia regular ya que el soporte [1,00) de la distribucién no depende
del pardmetro a. Cuando la funcién de densidad de probabilidades es de la forfna anterior

la distribucién a priori estd dada por Bernardo & Smith (1994),

fola) = [K (70,71)] 7 [9(a)] ™ exp {¢(a)71},

donde el vector (79, 7;) es tal qﬁe

K(rom) = [ 9@ exp {8(a)ri} do < oo
1
En nuestro caso, la distribucién a priori resulta ser una Gama(7g + 1,7;) truncada

por la izquierda en 1, con funcién de densidad,

(Tl)T0+1 . 0
L(ro+1)S(1, 70+ 1,71) o’ exp{-mia},

folalro, 1) = [ (3.22)

donde S(1,79+1,7;) es la integral de 1 a oo de la densidad Gama(7o+1,7;) no truncada.

La densidad a posteriori es,

n a-1
ks i N (r1)79*1470 exp{—7;a
I a LI;[I 2min(w;, 1 wz)] [ Pl(ro+1;5(1,rf4{.1,fi)}]

flalw, T

oo n a—1
f a™ I:H 2mjn(w,—, 1-— wi)J [L’fl)v'o-i-la-ro exp{—rla}] da

1 =1 I(ro+1)S(1,70+1,71)
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a™+exp {—(t(w) + 71)a}

[ aro+m exp {—(t(w) + 71)a} da
[(¢(w) + 7)) a7oF " exp {—(H(w) + m1)a}
T(ro+n+1)S(1,70+n+ 1,71+ tw)) ’

donde t(w) es el estadistico suficiente (3.16). Esta es la densidad de la distribucién
Gama(ro +n + 1,71 +t(w)), truncada por la izquierda en 1. La esperanza y la varianza

para la variable aleatoria a son,

- \ ’/"0+7'l+1 |
s ) = (Garsny) o 529

veimn) = (Fyne) %

donde,

o = S(1;70+n+1,t(w) + 71)
v S(1;7 + n, t{w) + 1) '

_ {n (Snns2ie)on) o,y (su;TOMH,t(w)m))Z}

S(1; 70+ n, t(w) +71) S(L; 7o +nyt(w) + 1)

Cy

Si tomamos a E(alw,T) como un estimador Bayesiano para el pardmetro a, tenemos
que este es una versién corregida del estimador méximo-verosimil, dado por n/t(w). Este
dltimo se obtiene también considerando la versién no-informativa de la densidad Gama,
donde los parémetros son, 7o = —1,7; = 0.

Ahora determinamos la funcién de densidad a priori, de acuerdo a la informacién
previa que tenemos sobre el pardmetro de dependencia a. Anteriormente comentamos
que entre los extremos X y Y se tiene dependencia positiva. Esta informacién expresada
en términos de del coeficiente de asociacién T de Kendall, es 0 < 7 < 1. |

Por la relacién (3.11) entre el parametro a del modelo y el coeficiente de asociacion

r, tenemos la relacién aproximada, 7 = 1 — 1/a. Tomando a a y 7 como variables
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aleatorias, traducimos la informacién sobre la dependencia positiva entre los extremos X -

y Y, proponiendo la distribucién a priori Uniforme(0, 1) para la 7 de Kendall. Haciendo
un cambio de variable obtenemos ficilmente la densidad de probabilidades a priori para

a7
fla) = a"zl[l,oo) (a). (3.25)
Incluyendo esta densidad a priori, la densidad a posteriori, se obtiene,
flal(wi, ..., wn)) o a” 2 exp{—at(w)}1(1,00)(a).

La forma exacta de esta distribucién truncada por la izquierda en 1, se obtiene nor-

malizando la expresién de la densidad anterior, con la probabilidad acumulada de uno

~ a infinito, que es la funcién de supervivencia evaluada en uno, S(1;n — 1,¢(w)), para la

distribucién Gama(n — 1,t(w)). Asi obtenemos la densidad a posteriori truncada,

flaj(wy, ..., w,)) = [1/5(1;n — 1, t(w))]a™2 exp{—at(w)}1 o) (a). (3.26)

Es interesante notar que obtenemos una distribucién a posteriori de la misma familia
conjugada encontrada anteriormente, con los pardmetros 7o = —2 y 71 =0.

En este caso la esperanza y la varianza de a estdn dados por

(alw) — n—1 S(L;n, t(w)) |
o) = 5 (St (520

alw) = n—1 n S(L;n+1,t(w)) S(1;n,t(w 2
Vialw) t2(w){ <5(1;n—1,t(w))> —(r-1) <S(1;(n—lft()z31))> }

Un estimador puntual Bayesiano del pardmetro a, es la esperanza E(a|w), mientras

que el estimador Bayesiano de confianza 100(1 — @)% de longitud minima, es el intervalo
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(a1, as) de méxima densidad posterior, discutido en Box y Tiao (1973}, que se obtiene a

partir de la densidad posterior f(a|w), definiendo los limites a1, a2, por las restricciones,

/f(alw)da = 1l—q

i

flai|w) flaz|w).

Teniendo la distribucién a posteriori del pardmetro a, podemos hacer predicciones
sobre diferentes cantidades de interés o sobre observaciones futuras, a partir de las ob-

servaciones que se tienen.

La probabilidad conjunta a posteriori de exceso estd dada por,
P(X > z,Y > ylwy, ..., wn) = /P(X > z,Y > yla) f(a|wi, ..., wn)da. (3.28)
' 0

Esta estimacién considera tanto la variabilidad del valor de a, como la variabilidad
residual de X,Y, cuando a es conocido. ‘

Obtenemos numéricamente la prediccién anterior, generando la secuencia de realiza-
ciones aj, as, ..., & con la distribucién a posteriori de a, y calculamos la media de las

probabilidades de exceso evaluadas para las diferentes realizaciones de a :

m

E > P(X >z,Y >ylai). (3.29)

m <
=1

3.3.4 Comparacién de estimadores

Antes de comparar los estimadores de a, 4y de méxima verosimilitud, a,s de momentos y
ap Bayesiano, comentamos que, mientras que ar y és quedan definidos en términos del

estadistico suficiente completo T (Wi, Wy, ..., Wy,), aar es funcién de la varianza muestral
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s2. Por esta razén tiene mayor varianza el estimador a,,. Ademds, facilmente se obtiene

la expresién de la varianza del estimador méximo verosimil, en cambio para la varianza
de @ no encontramos una expresién. Podemos estimar la varianza del estimador de
momentos siguiendo un método como Jackknife.

La comparacién que hacemos aqui de a;, a,, Y Gp, no va en el sentido de confrontar
los tres estimadores, ya que mientras que los estimadores de méxima verosimilitud y
de momentos consideran el espacio parametral extendido (0, 00), €l estimador Bayesiano
considera la restriccién del espacio parametral, al caso de dependencia no negativa entre
X y Y, esto es considera el espacio parametral [1,00).

Comparamos los estimadores ar, Gy vy ap a través de un estudio de simulacién,

tomando muestras de tamafio 20 y 50, y considerando diferentes niveles de dependencia, "

positiva. Como criterio de comparacién utilizamos el sesgo y el error cuadratico medio de

los estimadores. Obtenemos los pardmetros de compa,récién a partir de 10000 muestras

simuladas.

En el estudio de simulacién, consideramos los casos de dependencia muy baja, baja, '

mediana y alta, tomando para a, los valores de 1.1,1.5,2.0 y 10 respectivamente. De
acuerdo a la relacién (3.10), entre el pardmetro a v la 7 de Kendall, a estos valores de a
le corresponden los coeficientes de asociacion, 0.078,0.291, 0.445 y 0.871 respecti{ramente.

En la Tabla 3.2 tenemos los valores de sesgo y en la Tabla 3.3 tenemos los valores de
error cuadrético medio obtenidos para los tres estimadores que se comparan. En cada
una de las Figuras 3.5-3.8, se tienen las densidades estimadas para las 10000 estimaciones
de a obtenidas con los tres estimadores estudiados, con muestras de tamafio 20. Las
densidades se estimaron en forma no paré.métrica (Silverman, B. W., 1986), utilizando
la funcién density de S-plus (StatSci, 1996).

En la Tabla 3.2 observamos que los tres estimadores tienen un sesgo positivo, en los
cuatro casos de dependencia considerados. Mientras que para los estimadofes de méx-

ima verosimilitud y de momentos, la diferencia es muy pequena, el estimador Bayesiano

muestra un sesgo menor.

Bayesiano, del pardmetro a del modelo propuesto.

Sesgo(ar) dep. dep. dep. dep.
Sesgo(ayr) muy baja baja media alta
Sesgo(ag) a=11 a=15 | a=2.0 a=10.0
058561 .076316 110961 .500462
n =20 048968 .072701 111438 758639
. .173216 .060026 .020554 —.024561
.023631 030218 048219 193516
n =50 018934 | .025470 .049051 .283505
.087814 .009088 | —.0022741 | —.010355

momentos y Bayesiano, del pardmetro a del modelo propuesto.

ECM ar) dep. dep. dep. dep.
ECM/(ap) | muy baja baja media alta
ECM(az) | a=11 | a=15 | a=20 | a=100
.079089 141872 | .260854 | 6.368380
n = 20 .096321 166391 .290876 7.873536
.059434 .095653 210330 5.522475
.027084 .050199 135848 2.216371
n = 50 .031595 .054570 .144031 2.569900
.018528 .042802 128236 2.092745

Tabla 3.2. Sesgo para los estimadores de mdxima verosimilitud, de momentos y

~

Tabla 3.3. Error cuadritico medio para los estimadores de maxima verosimilitud, de
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Figura 3.6. Densidades estimadas en forma no paramétrica, para las estimaciones de a
obtenidas en el estudio de simulacién realizado para comparar los estimadores, con

muestras de tamafio 20 y dependencia media, a = 2.0 y 7 =0.445. .
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Figura 3.7. Densidades estimadas en forma no paramétrica, para las estimaciones de a
obtenidas en el estudio de simulacién realizado para comparar los estimadores, con

muestras de tamaifio 20 y dependencia alta, a = 10.0 y 7 = 0.871.

59




i
|

Esta disminucién del sesgo, se explica por la relacién existente entre los estimadores-

de m&xima verosimilitud y Bayesiano, ya que el segundo es menor que el primero por un

factor de correcién menor que uno,

. (n—=1 S(1,n,t(w) . |
“B‘( " S(l,n—l,t(w)> o (3:30)

El comportamiento del error cuadritico medio de los estimadores, mostrado en la
Tabla 3.3, exhibe una menor variabilidad para el estimador Bayesiano. Esta estabilidad
de ap, es mayor a medida que se reduce el nivel de dependencia, esto es, a medida,

que a estd mas cerca de uno. Este comportamiento se debe a que la informacién de

dependencia positiva, incorporado en el esquema Bayesiano, cancela la posibilidad de

que las estimaciones Bayesianas de a tomen valores menores que uno, que corresponden
a un patrén de dependencia negativa. Este acotamiento de ap por la izquierda en uno, no
se tiene para los otros dos estimadores & LY G, por lo tanto muestran mayor variabilidad
en el caso de patrones de baja dependencia.

El comportamiento de los estimadores discutido en términos del sesgo y el error

cuadrético medio, lo observamos en las Figuras 3.4-3.7, donde mostramos la densidad

estimada para las estimaciones.
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Apéndice: Funciones de densidad para otros modelos

Modelo logistico simétrico: la funcién de densidad del cociente W es, .

Modelo logistico as;imétrico: la funcién de densidad de probabilidades es,

n' (w)d(w) — n(w)d' (w)

flw) = LIRS,
donde, /\
n(w) = ¢*w® )’ + (1 - ¢w
dw) = pW)/*+@-gw+1-16
n'(w) = ¢ w [p(w)]l/o‘—2 [6%(1 - w)* o —w) + ¢°w] +1— ¢
dw) = [p)]* " [-6%(1 —w)* ™ +¢"w* | +6 - ¢
plw) = 6°(1—w)* +¢°we

Esta funcién de densidad cuando § = ¢ corresponde a la densidad del modelo logistico

simétrico.

Modelo bilogistico: la funcién de densidad del cociente es,

(1-a)(1—Bu(l—u)
) = ) i-a) + (@B ufla+ B—a)

7
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donde como antes u es solucién de la ecuacién

(I-a)(1-w)(1-u)’-(1-08)wu® =0.

Modelo logistico invertido: la funcién de densidad de probabilidades es:

) = M) — () )
d(w)]

donde

n(w) = w—(¢w) {($w) ™ + [g,(1 — w)] T}V,

dw) = 1—{(¢yw)™ +[p(1 —w)] "},

n'(w) = L-di" (677w ™! = 837w (1 = w) TN (r + w)] pYV T2 ()
d(w) = pHw) [—g7 w4 657(1 - w) =] |

p(w) = {(10)7 + [6,(1 - w)] 7"}

Modelo de mezcla de betas: la funcién de densidad de probabilidades para el

cociente W en el caso del modelo de mezcla de betas, es

flw) = [1 —w(a /a)] \[1 +(1-w)(a /a)] +w(l —w)a /)

donde,

a(w)=(1-w)+ wZHiB(w, Vi,V — ;) — Z (%) 0;B(w,v; + 1,v — Vi),
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o(w) = -1+ i 0;B(w,v;, v —v;) +w zm:&-b(w, ViV — V;)
i=1 i=1
_ 1‘; (%) G:b(w,v; + 1, v —v3),
Ot”('LU) = 2 i Zb(w, Vi,V — Vi) -+ wi@lb'(w, v,V — Vi)
C =l ' i=1
| - 22:12 (1—;‘2) Oib'(w, v+ 1, vV — Vi).

Siendo B y b las funciones de distribucién y de densidad beta respectivamente.

Ademds, la derivada de la funcién de densidad esta dada por,

PN (G R Teraty) JFF SNV ,T.
Yen ) = ST Ie e - G o

Para la optimizacién de la funcién log-verosimilitud, utilizamos un procedimiento de -

optimizacién con restriccién, ya que el el vector de pardmetros (v1,v2,V), debe satisfacer,

O<wr<v/2<vy<v.
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Capitulo 4

Estima.dof no-paramétrico de la

funcién de dependencia A(w)

4.1 Introduccién

i BM La distribucién conjunta de valores extremos bivariados (X,Y) con marginales expo-
| \ nenciales unitarias, segin Pickands (1981), tiene una representacién (1.10) en donde el

w v pardmetro es la funcién de dependencia A(w). De acuerdo a esta caraéterizacio’n, el es-
| ‘ M pacio paramétrico de la distribucién es un espacio de dimensién infinita, congtitujdo por
| i) todas las funciones convexas definidas en el intervalo [0, 1], con la restriccion adicional
1 max(w,l —w) < A(w) < 1,0 < w< 1.

Por la flexibilidad de la funcién de dependencia, es ttil tener un estimador no-
paramétrico para esta funcién, que que tenga un mimimo de‘restrvicciones y que permita
a los datos determinar la forma de la funcién de dependencia.

Un estimador no paramétrico de la funcién de dependencia, nos permite analizar una
muestra de valores extremos bivariados, extrayendo la informacién sobre la estructura
de dependencia sin la contaminacién debida a una restriccién impuesta de un patrén de
; dependencia erréneo.

Ademds, podemos utilizar la estimacién no paramétrica de la funcién de dependencia
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como referencia para juzgar un modelo paramétrico de la estructura de dependencia.

Pickands (1981) fué el primero en proponer un estimador no-paramétrico de la funcién

de dependencia, basandose en la proposicion siguiente.

Proposicién 4.1. Sean X y Y variables aleatorias con distribucién bivariada de

valores extremos, con marginales exponenciales unitarias. Para cualquier 0 < w < 1, la

variable aleatoria

1—w w

v | _
Z = min ( * —> , (4.1)
se distribuye exponencialmente, con pardmetro media [A(w)] ™.

Demostracién. Para la variable aleatoria Z definida por (4.1), tenemos

P(Z > 2)= Pv{min[X/(l —w),Y/w] >z} = P{X/(1—w) > 2Y/w>z}
= P{X>z(1-w),Y > zw} = exp{—[2(1 —w) + 2w Alzw/[z(1 — w) + zw])}

— exp{—zA(w)}.

Por lo tanto, la variable aleatoria Z definida por (4.1), tiene distribucién exponencial

con media [A(w)] ™t

De la proposicién anterior, tenemos que dado un valor 0 < w < 1, de las pare-
jas (z5,%),% = 1,2,...,n obtenemos la muestra z;,7 = 1,2,...,n con z; = min{z;/(1 —
w),y;/w), que proviene de una distribucién exponencial con media [A(w)]™*. De aqui
que la media muestral (z; + 25 + ... + 2,) /7 estima la media [A(w)]". Este razonamiento

justifica el estimador de la funcién de dependencia propuesto por Pickands (1981),
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w)=n{ijn[xi/(1—w),yi/w]} ,0<w<1. (4.2)

Este estimador converge con probabilidad 1 a la funcién de dependenci#, pero con
probabilidad 1, no es convexo. El autor del estimador propone salvar esta dificultad
tomando el méximo minorante convexo de (4.2), de la siguiente manera.

Sea la muestra de valores extremos bivariada (zi,4:),%i = 1,2,...,n. La informacién
muestral, en el esquema de los cocientes, esta dada por wy, ws, ..., w,. Considerando quela

medida caracterfstica H que interviene en la definicién (1.11) de A, solo tiene informacién

en los puntos w;, resulta de (1.11) que la funcién de dependencia es lineal en los intervalos

(wi—y, wy).

Pickands (1981) pfopone tomar como estimador de A, el méximo minorante convexo
A, definido como A(w) = max{g(w) : g(w;) < An(w;),i = 1,2,..,n; g es una funcién
convexa y segmentada con puntos de cambio de pendiente dados por , w; = vi/(z; +
¥), i =1,2,..,n}.

Smith et al (1990) proponen métodos de Kernel para estimacion de densidades, para

suavizar el estimador A, (w) propuesto por Pickands. En su forma més 51mple el esti-

mador de kernel, estd dado por,

A(w, \) =

>zI»—'

[t (455)

donde A es un pardmetro de suavizamiento y X es una funcién de kernel, que usual-

mente es una funcién de densidad de probabilidades simétrica alrededor de cero. El

comportamiento de este estimador no se conoce bien atin para muestras grandes.
Posteriormente Tiago de Oliveira (1992) propuso un estimador no-paramétrico para

la funcién de dependencia dado por,
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1 . 1—w w :
. - B S . (43
A(w) =1 —min {mm (w,1 =) T g () Py = (1 +nz; 1+ nyi> } e

Este estimador converge muy lentamente en media cuadrética a la funcién-de depen-
denma

Los estimadores no-paramétricos que han sido propuestos hasta ahora se obtienen
fundamentalmente a partir de (4.2). En la siguiente seccién se propone otro estimador
no-paramétrico de la funcién de dependencia definido en términos de los coclentes w; =
vi/ (i + Yi), ‘siguiendo la idea de sﬁstituir la funcién de distribucién del cociente F(w),

por la distribucién empirica Fn(w), en la caracterizacién de la funcién de dependenma

dada en (3.2),

A(w) = exp { /0 ) g((f—)—_:—s)fds}. (4.4)

~

En los primeros estimadores la informacién de la estructura de dependencia estd dada
en las parejas (z;,y;) mientras que en el nuevo estimador, la informacién proviene de los
cocientes w;. |

El estimador no-paramétrico propuesto se comparard con los estimadores de Plckands

(1981) y Tiago de Oliveira (1992), a través de un estudio de Monte Carlo, para muestras

pequenas.

4.2 Estimadores no paramétricos

La representacién dé la funcién de dependencia en términos de la funcién de distribucion
de los cocientes dada por la expresién (4.4), sugiere el estimador A, (w), el cual se cons-
truye simplemente reemplazando F(s) por la distribucién empirica Fy,(s). Sin embargo
esto no es suficiente, ya que la funcién de distribucién empirica generalménte no satisface

las restricciones necesarias para pertenecer a la familia de distribuciones F'(w) que hacen

67




de la funcién A,(w) asf obtenida una funcién de dependencia.

Sea (X;,Y;) una muestra aleatoria de la distribucién bivariada de valores extremos
-con marginales exponenciales unitarias, y definimos W; = Y, [(Xi+Y),i=1,2,...n
como los cocientes. La disfribucién F,(w) representa entonces la funcién de distribucién
empirica de la muestra wy, ws, ..., w,.

El estimador que se obtiene al sustituir F (w) por Fy,(w), tiene buenas propiedades
asintdticas. Este estimador que fué considerado recientemente por Capéraa, Fougerés y
Genest (1997), no es convexo. ;

Definimos un estimador no-paramétrico A; (w) de A(w) sustituyendo en (4.4) la fun-

cién de distribucién F por la funcién de distribucién empirica F,, modificando adems4s el

integrando al tomar el supremo de el integrando en (4.4) una vez que se haya reemplazado

F por F,, para hacer de (4.4) una funcién convexa, z

A =en{ [Cap [T ). =

Obtenemos otro estimador A,(w) de A(w), utilizando infimo en lugar de el supremo

e integrando de derecha a, izquierda,

Ag(w) = exp {—/wl igg [%(IU)——T)UJ ds}. (4.6)

Al tomar el supremo en el integrando de (4.5), evitamos oscilaciones en el integrando,

que se traducen en obtener un estimador de 4 no convexo. En el caso de (4.6), al tomar

el infimo en el integrando, tenemos también un integrando mondétono, que nos d4 un
estimador convexo de la funcién de dependencia, A.

Estos estimadores son convexos como se demuestra enseguida. Sin embargo, su com-

portamiento es diferente en las vecindades de cero ¥y uno. El primer estimador tiene

un buen comportamiento en la vecindad de cero, mientras que el segundo estimador se

comporta bien en la vecindad de uno. Estas observaciones se hacen mss precisas en la .
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siguiente seccién, en donde inicialmente discutimos las propiedades de los estimado

Al y Ag.

4.3 Propiedades de los estimadores

La flilIlCiéIl de dependencia A es convexa en (0, 1), y por lo tanto es deseable que cualquier
estimador de A refleje esta propiedad. No es claro inmediatamente que los estimadores A;
y A; definidos en (4.5) y (4.6) sean convexos. Esta seccién examina algunas propiedades

de A;(w) y As(w). Para probar la convexidad de A1 (w) y Ay(w), utilizamos los siguientes

resultados sobre funciones convexas.

Teorema 4.2. (Rockafeller, R.T, 1970). sea f : (—00,+00)" — (=00, +00], una
funcién convexa y sea ¢ : (—00, +00) — (—00, +00], una funcién convexa no decreciente, .

entonces h(z) = (f(x)), es una funcién convexa, tomando ¢(+00) = +00. i

Teorema 4.3. (Rockafeller, R.T, 1970) Sea a € (—o0, +00), y sea ¢ : (—o0, +00) — I

(—00, +0c0], una funcién no decreciente, tal que ©(a) es finita. La funcién f dada por

es una funcién convexa bien definida.

Estos dos teoremas nos permiten demostrar de una manera breve, la convexidad de - :
Jos estimadores de A, dados en (4.5) y (4.6) respectivamente. En el siguiente teorema,
tenemos que las funciones que componen los estimadores definidos, tienen directamente

las propiedades de las funciones mencionadas en los teoremas anteriores.

Teorema 4.4. Los estimadores A; y Ay definidos por (4.5) y (4.6) respectivamente,

son convexos en (0,1)
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Demostracién. Consideramos primeramente A;. El estimador A; es la composicién -

de la funcién exponencial y la funcién integral

T

o= fap[B0=2

u<s U(l — U)

Como la funcién exponencial es una funcién convexa no decreciente, por el Teorema
(4.2) es suficiente probar que la funcién integral f(z), es convexa. Por el Teorema (4.3),

esto ultimo es cierto debido a que la funcién

p(z) = i‘;?[%((TU)__T;LJ ,-0<s <z,

es una funcién no decreciente.
Consideramos ahora A;. Como A, es una composicién de la funcién exponencial y la
funcién

1

9(z) =/izg [%ﬂ ds,‘ 0<z<1,

es suficiente probar que g(z) es una funcién convexa, para probar la convexidad de A,.

Haciendo el cambio de variable z — y = (1 — z) tenemos,

o= [ [ [ e [
El integraﬁdo
ug{j%;—)"‘], 0<t<1,

es una funcién no decreciente debido a que el conjunto donde tomamos el infimo [0,1—¢],

decrece a medida que ¢ crece de cero a uno. Entonces por el Teorema (4.3), g(z) en una
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funcién convexa asi que A, es una funcién convexa.
| m

Notamos, como consecuencia ‘de (1.11) y (1.12), que la funcién de dependencia A,

ademds de ser convexa, también satisface las siguientes restricciones:
A(0) = A(1) =1, y max(z,1 —z) < A(z) <1, para0 <z < 1.

Luego es de interés, determinar cuando se cumplen propiedades similares para los
estimadores 4, y A,. El éiguiente teorema estudia estas propiedades para los estimadores

Teorema 4.5. Sean A, y Ay definidos por (4.5) y (4.6) respectivamente. Entonces,

(1) A1(0) = Ay(1) =1.

(i1) Ai(z) < 1, para z < X(1), y Aa(z) <1 paraz 2 X(n)-

(14) .»211(33) >1-—2zx,paraz < 1/2,y Ag(x) >zparal/2 <z <1

Demostracién. Para probar (i) observamos que para z < X1,

/

fo (B - [ (555 0= == @

Entonces, lim,_.o Al(x) = 1. Similarmente, para > X(),

/lgéft <-zl((iy—z_——y—)g> dt=1-1z. (4.8)

x

Luego, lim,_,1 A2(z) = 1. Notamos que (i7) es consecuencia inmediata de (4.7)y (4.8),

y (#i1) sigue de () y la convexidad de Ay A,
| ||

Sin embargo, los requisitos para los estimadores A, y Ay, de satisfacer la condicién
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T < A(z) <l,paral/2<z<lyl—-z< Az(if) < 1, para 0 < z < 1/2, no son También notamos que

satisfechos con probabilidad positiva, como se ilustra. por los siguientes argumentos.

. . . . ~ ~ X i
Solo analizamos a continuacién el estimador A;. Para el estimador A, se siguen ; E.(y)—y o F.(y) -y d /( ! <Fn(y) - y> d
. - , In\g) I = ML 2V dEt+ sup | ———2
argumentos similares. Escribimos, para z > X(y), ' o / o ( y(1—1y) > at / ?;It) < y(1—y) > s y(1-y)
= o)

] sup (M) o= 7p (.11) ét + /p (M) i : | | +j i (%)——_ﬁ) “
) )

» y<i y(l - y) y<t - Y y<t y(l — y) , X(n)
i | | i @ Xq) Koy X 1 | Ful(y)
_ F.(y) — ' ;dt_ Sl SO TE / su (M) dt
i £, v<e \ Y(1— y) ' 0 X X(n)
rigy | 1 .
il ‘ (2 - Xu) X — Xw)
| | w) Xw —Xo
> In(l—Xq) + -2 —In(Xn))- :
Pero | > In( ) X1 - Xa) (n) T“!;
, ' ~ ”‘j
x [ o
Ry - | A |
/ Slilf (y((ly“)—)y) dt = max{ sup <Fn(y) - y)  swp <Fn(y) - y> i ‘ Luego, si X() + X <1y Xq) < 1/n, entonces A(1) > 1. J
X = Y X v<xoy \ 91—~ 9) Xeyvst \ Y(1—y) |
- 2 | 1]’
= / max {_17 sup <El((lyh)_)y) } dt A pesar de los posibles inconvenientes de que Ai(1) > 1y A;(1) <1 con probabilidad -
Xpy<y<t \ Y1 —y ‘
w positiva, puede probarse que bajo suposiciones adecuadas acerca de las colas derecha e 1~1
| ‘H‘ < / max { —1, sup <_> } dt | izquierda de la distribucién F del cociente W = Y/(X +Y), los estimadores A; y Az
i w Xy Xy<y<t \¥Y tienen la propiedad de consistencia en subintervalos adecuados de [0,1] cuando log A(z)
| r ] { . 1 p T es convexa. Por ejemplo usando el Teorema 1.3, parte (iil) en la pagina 266 de Csorgd |
o — max { — y —— t — —1. . . - 212 3
| X, X } Xa) ' ‘ y Horvath (1993), puede probarse la consistencia uniforme débil de los estimadores en
&l (1)
il intervalos adecuados [an,1 — b,), donde a, — 0, by — 0, na, — 00, ¥ nb, — 0. |
| L ) . |
J g0, No obstante, una restriccién adicional para las colas (en cero y uno) de la funcién de |
\‘ Fu(y) | _ distribucién F del cociente, garantiza la convergencia uniforme fuerte en [0,1]. Esto se - |
: n\Y)—Yy T L
su —_— < —_— — f . . .
J / ySIt) ( y(1—1y) ) @< —Xg~-1+ Xoy . (4.9) ~ tieneen el siguiente teorema. ‘

|
' Teorema 4.6. Sea la funcién de dependencia A(z) log convexa, y suponga que las

1 Haciendoz = 1 enla expresion anterior, es claro qu h meno omportan como las co n Bete
, que el lado derecho de (4.9) es d ha de F | p istri 16
( ) enor colas izquierda y derec e se ¢ rtan como las colas de una distribucid et

| |
| 72
‘ » | 73




= F(y) ~ (1 — y)**® cuando y — 1, para algunos 8,6* > 0. Entonces,

sup |A;(z) — A(z)| —» 0, vy sup |Ax(z) — A(z)| — 0,

O<z<1 0<z<1

cuando n — 0o, con probabilidad uno.

Demostracién. Consideramos solo el caso de A;. Para /12, la consistencia uniforme

fuerte se prueba de manera similar.

Como sup ‘Al (z) — A(a:)’ < sup

4 _ _
%(z_ _ 1‘ , v ademi4s ((ﬁyil es no decreciente por

ser A log—convexa es suficiente probar que

sup |exp /sup (Fn_(y)_> dt — /sup fy) —y dt o
0<x<1. / 0<y<t (1—y) 4 o<y<t \y(1—1y) /

converge a cero con probabilidad uno, y por consiguiente es suficiente probar que

| &(y)—y) r F(y)
sup /sup (—— dt—/ Y
O<z<l J o<y<t \ Y(1—9) J Osslzl/zt y(l—-y) @ =0

cuando n — o, con probabilidad uno. Pero,

[ am (R o [ (R) o < ] o, (EA=) o

siguiendo esta tltima desigualdad de Lema 1 en Rojo (1998). La dltima integral es menor
|Fn( )_'F c A A\ .
que SUPpc, < (#_y)y—)’) . Como en Capéraa et al (1997), utilizamos un resultado de

Lai (1974) como 51gue Para max (1 ik} +5,) < a < 1, tenemos

oo (1B -FQI _ [ 1FE)-Fo)l (FG)1-F)"
p (EW=T0) o (; RGO

0<y<1 o<y<1 \ (F(y)(1 = F(y)))* y(1—-y)
cup ) = Fy)] (Fy)(Q-=Fy))*
= sy (F)(1— F(y)))* ozyer y(1-y) .
7

Como F(y) «~ yM*% cuando y — 0, 1 — F(y) = (1 —y)'*" cuando y — 1, entonces
| Fa(y)=F ()]

F(y))*(1=F
( (y))y(((ll_y) @)° o5 acotado en vecindades de cero y uno, y Como SUPocy<1 TF)(I—F ()

converge a cero con probabilidad uno (Lai (1974)), se sigue el resultado.

Sin embargo, aunque como demostramos en el Teorema (4.6), Ay A, son fuertemente
consistentes uniformemente en [0, 1], optamos por considerar una leve modificacién de A;
y A,. Corrigiendo el comportamiento de 1/[y X (1 — )] en las vecindades de cero y uno,
es posible demostrar convergencia uniforme fuerte en subintervalos adecuados de (0, 1)
sin la suposicién de colas tipo beta. Esta es la principal motivacién para los siguientes
estimaddres que son leves modificaciones de Ay A,. Sea a, — 0, a una tasa que sé

especifica mas adelante, y definimos

1_1:’ < an

o) . - (4.10)
(1 _ CLn> exp {f SUP, <y<t (F;(g.y)yy) dt} T > an

an

: l1—an
R 1—an, exp{— inf —an, (F”(y) y) dt} rz<1l—a,
(1-a) J s G-y (4.11)

z, z>1—ay,

Notamos que Az y A4 son continuos. También para 2 an,

o= s (B0 oo [ o, (G 00

Luego,

lim Af(z) = (.@D) (1—ay) > —1.

xlan an(l - a'n)
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El resultado limgq;_,, A;(z) < 1 se obtiene por argumento similar. Luego, para-

probar la convexidad de As y A, , es suficiente mostrar que Ag y flf1 son crecientes en
(@n,1) ¥ (0,1 — a,) respectivamente. Esto se hace usando un argumento similar al ya
utilizado para probar la convexidad de A4, y As, que por lo tanto no repetlmos aqui. La

convergencia uniforme fuerte de A4, y A, también se establece en el siguiente teorema

Teorema 4.7. Sean A; y A, definidos por (4.10) y (4.11) respectivamente y suponga
‘que In A(z) es convexa. Suponga que a, — 0 con v/na, /(loglogn) — oo cuando n — oo

N Z‘na}/ % < co para algiin 0 < o < 1. Entonces, con probabilidad uno,

sup | As(z) —.A(x)‘ —0y sup |A4(z)— Alz)| —0

0<z<1l—an an<z<l1
cuando n — oo.
Demostracién. Nétese que
sup |As(z) — A(:z:)’ = sup |1—z— A(z)|

O0<z<an 0<z<an

< max{ sup |1 — A(z)] ,an} — 0 como n — oo.
0<z<an '

Entonces es suficiente considerar el caso z > an. Ahora, para z > a,,

As(z) - Az) < (1-a) / s (F?"((ly)_—“wg) it (4.12)

O/(t((lt) ))dt exp (£) + a, exp O/(f;(lt)—_tt> | ;

donde ¢ se encuentra entre [ sup, ., (%) dty f ( gk t)> dt.

an

Puesto que a, » 0 y exp{f (%) dt} = A(z), con 0 < A(z) < 1 para todo z, se

sigue que el 1ltimo término en (4.12) converge uniformemente a 0. También pjlesto que &
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En Pt t> bar la convergencia
se encuentra entre f Sup,, <y<t( ((ly)yy> dty f (t(l — | dt, para probar g

uniforme fuerte de Ag en (0,1 —ayn), es suﬁc1ente probar que

[ o (B2 Y- | <F<t> )~
W ZYYN g | () dt| —
x| e Cosy) e [ (@

an

con probabilidad uno como n — co, y por lo tanto es suficiente probar que

o[ (B [ ()l

a
an A

con probabilidad uno como n — 00, ya que f (T(%'%)‘) =InA(a,) — 0.

Como In A(z) es convexo, entonces z ((f) )y es crec1ente y luego

Fy) -y _ o F@-2

y(l - y) B An<LzLy .’12(1 - .’12) ‘ !

Entonces,
’ —1
n(v) _y> dt—/ (————F(t) )dt
angszléll?—an /af<y<t ( y) s t(]‘ - t)
n(y) — Y / (F(y) —y> i@t
— dt — su
- o / o (G a- [ e, (i)
| Fa(y) —y> <F(y) - y)ldt
S ansistlélf—an/ avnsllf<t ( y(l - y) anSySt y(l - y)
_ angilég—an an<y<t y(l _y)
1/2 f ( 1 ) dt
< O(n"loglogn)  sup / oosyet \yAL—1))

an

\Lh‘ j
| m'

‘\
|
i




donde la tltima desigualdad se cumple con probabilidad uno. Pero,

l—an

1 1
su su — )dt < / sup (———> dt
anSISIID—an /ansfst (y(l - y)> ansysl_an y(l — y)

an an

S(l—2dn)max( ! 1 )

an(l—a,)’ an(l— ay)

Asi, tenemos que

sup j sup (Fn‘(y)—y) dt_](f_(fﬁ) it < O ("2 loglogn) (1—2}zn)

an<z<l-en |J ansy<t \ Y(1 —¥) t(1—1) Gn 1-a,

An an

b

y el resultado es una consecuencia de el hecho que O (n~'/2loglogn) /a, — Q.
Ay(z) -—A(a:)l — 0 con

probabilidad uno, cuando n — oo. [ |

Con un argumento similar puede probarse que SUD,, <z<1

4.4 Combinacién de estimadores

El estimador A, (w) dado en (4.5) es convexo y tiene un buen comportamiento.en la parte
izquierda del intervalo [0, 1], mientras que A,(w) dado en (4.6) ademés de ser convexo se
comporta bien en la parte derecha del intervalo unitario. |

Para obtener un estimador no paramétrico de la funcién de dependencia que se com-
porte bien tanto del lado izquierdo como del derecho, combinamos los estimadores A, y
Ay, tomando del primero, la informacién de dependencia en el lado izquierdo. del intervalo
[0,1}, y del segundo la informacién correspondiente al lado derecho, esto es, tomamos de
cada uno lo mejor. | |

Asi, para obtener un estimador que ademés de ser convexo, se comporte bien en

ambos lados, combinamos los dos estimadores A, (w) y AQ(w) de la siguiente manera:
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Primeramente definimos la funcién A(w) como,

Al(w), 0<w<1/2,
A(w) =
As(w), 1/2<w<1

Finalmente definimos fl(w) como el maximo minorante convexo de A(w), como de

describe a continuacién.

Sean w; y wy los puntos donde A (w)y Aq(w) alcanzan su valor minimo. Si A;(w;) <
As(wy), entonces A(w) = A;(w) para 0 < w < w;. Enseguida tomamos el punto wp
tal que ﬁg(wo) es igual a la pendiente del segmento que une los puntos (wg, Ay (wi)) ¥y

(wo, Az(wp)). Definimos entonces A(w) como el segmento anterior para w; < w < Wo ¥

como flg(w) para wo < w < 1.

Y si Aj(w;) > As(wa), entonces A(w) = Ag(w) para wg < w < 1. Tomando ahora

el punto wo tal que A (wp) es igual a la pendiente del segmento que une los puntos
(wo, Ay (wo)) v (wa, As(wg)). Definimos entonces A(w) como el segmento anterior para
wy < w < wy y como Al(w) para 0 < w < wp.

En la seccién final de este capitulo se da el algoritmo para obtener el estimador A(w),

que se ha programado en el lenguaje Splus, y que se utilizé para las comparaciones que

se presentan en la siguiente seccion.

4.5 Comparacién con otros estimadores en muestras
pequenas

Se realizé un estudio de simulacién para comparar el estimador no-paramétrico A(w)
de la funcién de dependencia propuesto en la seccién anterior, con los estimadores no-
paramétricos de Pickands (1981) y Tiago de Oliveira (1992).

Se compararon los estimadores tomando como criterio las funciones de sesgo y error
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cuadrético medio En el estudio se sirhularon tres patrones de dependencia, dados por tres

formas de la funcién de dependencia: simétrica, asimétrica y plana en la parte central.

Ademds en cada caso, se consideraron tres niveles de dependencia: bajo, mediano y alto.

Para simular los patrones simétrico y asimétrico, se utilizé el modelo logistico asimétrico

de Tawn (1988),
Aw) = {0°1 —w)* + 6w}/ + (0 - gw+1-06, 0<0,¢< La>1,

que por su flexibilidad cubre una amplia gama de situaciones de dependencia.

En la Tabla 4.1 se muestran los pardmetros utilizados para la generar las primeras

tres funciones de dependencia simétrica, mismas que se muestran el la Figura 4.1. Aqui -

tenemos el caso simétrico del modelo logistico, ya que § = ¢ = 1.

Los pardmetros utilizados en el caso de las las funciones de dependencia asimétricas,
generadas con el modelo logistico asimétrico, se encuentran en la Tabla 4.2. En la Figura
4.2 se tienen estas funciones asimétricas.

Las funciones de dependencia planas en la parte central se generaron con el modelo
de mezcla de dos betas con pardmetros (v1,v—11) ¥ (v, v —vs), discutido en el Capitulo
2.

Podemos interpretar estas funciones de dependencia planas como casos de indepen-

dencia local, en la parte central del intervalo (0, 1).

Tabla 4.1. Valores de los pardmetros del modelo logistico asimétrico correspondientes

a los casos de dependencia mencionados.

Situacién\Pardmetros 0| ¢|a |7 deKendall
Dependencia Baja Simétrica |11 |12 |.167
Dependencia Media Simétrica | 1 |1 |2 | .500
Dependencia Alta Simétrica |11 |5 |.800
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Figura 4.1. Funciones de dependencia simétrica utilizadas en la comparacién de

estimadores no paramétricos.

En la Tabla 4.3 se tienen los valores de los pardmetros utilizados para simular también
en este caso tres niveles de dependencia, bajo, mediano y fuerte. En la Figura 4.3 tenemos

las graficas de las funciones de dependencia correspondientes a estos pardmetros.

Tabla 4.2. Valores de los pardmetros del modelo logistico asimétrico correspondientes

a los casos de dependencia mencionados.

7 de Kendall

Situacién\Pardmetros 6 |¢ |

Dependencia Baja Asimétrica | .1 7 | .089
Dependencia Media Asimétrica | .3 | .6 | 7 | .237
Dependencia Alta Asimétrica | .5|1 |5 | .439
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Figura 4.2. Funciones de dependencia asimétrica utilizadas en la comparacién de los

estimadores no parametricos.

Con el coeficiente de asociacién 7 de Kendall (3.9), se midi6 el nivel de asociacién
entre los valores extremos X y Y para los patrones de dependencia considerados en este
estudio. En las Tablas 4.1 - 4.3 se muestran los valores del coeficiente de asociacion

correspondiente a cada uno de los patrones de dependencia.

Tabla 4.3. Valores de los pardmetros del modelo mezcla de betas correspondientes

a los casos de dependencia mencionados.

Situacién/Pardmetros v |v2 |v |7 deKendall |

Dependencia Baja Simétrica | 20 | 180 | 200 | .205

Dependencia Media Simétrica | 50 | 150 | 200 | .492

Dependencia Alta Simétrica | 80 | 120 | 200 | .774
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Figura 4.3. Funciones de dependencia planas utilizadas en la comparacién’de

estimadores no parametricos de la funcién de dependencia.

Para cada estructura de dependencia se simularon 10,000 muestras de tamano 20,
de observaciones bivariadas, (z;, %), = 1,2, ...,20, con el algoritmo dado en el apéndice
final del trabajo. Para cada muestra simulada se estimd la funcién de dependencia, con
los estimadores no-paramétricos de Pickands (1981), de Tiago de Oliveira (1992) y el
propuesto en este capitulo. |

En la Figura 4.4 presentamos las funciones de sesgo y error cuadratico medio, corres-
pondientes a los estimadores comparados, para la estructura de dependencia simétrica.
En esta figura observamos lo siguiente:

El estimador de Pickands tiene un mal comportamiento cuando hay un nivel bajo de
dependencia, mejora cuando el nivel de dependencia aumenta. El estimador que tiene

el peor comportamiento es el de Tiago de O., ya que en un nivel bajo de dependencia
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la sobrestima y al aumentar la dependencia, tiende a subestimarla en forma creciente.

Nuestro estimador se encuentra en una posicién intermedia, como lo notamos en las
funciones de error cuadritico medio. En la funcién de sesgo para el caso de fuerte
dependencia, observamos que subestima a la funcién de dependencia en la parte central.

En la Figura 4.5 se tienen las funciones de sesgo y error cuadratico medio, para los
casos de dependencia asimétrica. Aqui observamos lo siguiente:

El estimador de Tiago de Oliveira tiene un mal comportamiento en los casos de menor
y mayor nivel de dependencia. En estos dos casos de dependencia asimétrica, nuestro
estimador es el que tiene un mejor comportamiento. No encontramos aqui un estimador
que sea mejor uniformemente, ya que las funciones de error cuadratico medio se cruzan.

En el caso de la estructura de dependencia generada con las funciones de dependencia,
planas en la parte central, encontramos resultados mostrados en la Figura 4.6, que son

similares a los encontrados en el caso de dependencia simétrica.
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4.6 Apéndice: Algoritmo

En esta secc1én presentamos el algontmo para obtener un estlmador no pa.rametnco de

la funcnon de dependenc1a

‘Sean las estadisticas de orden X, k=1,2,...,n,y sean Xoy X(n+1), tales que,

0= X < X < .. < Xny < Xnsy) = L.

~ Paso 1: Definicién de fll(x) y As(z)

para Xy <z < Xgery,

' (-’E) = exp [Z,-o (Xu+1> - XQ)) max {—1 MaX; <i<; {k‘”u%xzm}}

+(x - X(k)) max {—1 maxigick {x_(l;'(T-%qL))

Fooa T ' k =Xy
ale) = oo |- Ees Xy = Xep) i {1 minycscncs {0 sz:m}}

— ——-X .
(X(k+1) z mm{l mm(k<1<"'—1) {X( +1)(1 ﬁm)} }]

" Paso 2: Combinaciéﬁ*cl-éi fll As.

Definir

. ma?c(l—-z:,;ll(x))' ,05:1:51/2- '
| max(z,Ap(z))  ,1/2<e<1

Paso 3: Maximo minorante convexo de A(z).

Sean -

| x,-. = ~argmin {A(x),O S z S 1/2},

Zg = argmin {fi(ar), 12<z< 1} |
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Si A(z;) < A(z) entonces, ‘
3.1: tomar 2o € (1/2,1) tal que A'(z) = [A(zo) — A(z:)}/(x0 — ;) y definir

A(z) 0<z<z;
A(az) = A(:Ez) + fl’(:co)(:c —z;) ,Ti<z<zy -
A(z) Tp <z <1

En o%ro caso (A(z;) > A(za)),

3.2: tomar 7o € (0,1/2) tal que A'(z) = [A(z4) — A(z0))/ (@4 — zo) y definir -

A(z) 02 <120

A(z) = < .zzl(:vo)—l—fl’(mo)(a:—a:o) To <z < x4 -

A(z) g <z <1
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Capitulo 5 ’
Ejemplos

9.1 Introduccién

Los datos utilizados en estos ejemplos provienen de transformaciones realizadas a dafos
originales, que aqui se describen. Primeramente se identifican las distribuciones de las
variables marginales con técnicas graficas y posteriormente se transforman para tener
marginales exponenciales unitarias.

En el primer ejemplo analizamos la estructura de dependencia de los valores maximos
anuales de las descargas registradas en dos localidades diferentes de un rio. ’En este
gjemplo tenemos 1in caso de fuerte dependencia, que es importante considerar al calcular
probabilidades de tener exceso simultaneo en las descargas mdximas anuales

En el segundo ejemplo tenemos un caso de independencia entre valores extremos.
Los datos son las edades méximas de muerte durante cada ano, para hombres y mujeres

en Suecia. Este conjunto de datos se ha utilizado anteriormente (Gumbel y Goldstein

1 . .
964) para mostrar un caso de independencia entre valores extremos. En este ejemplo”

observ i i \ imili
aImnos que tanto la inferencia basada en erosumhtud, como en el enfoque Bayesiano
- )

concluyen a favor de la hipétesis de independencia entre las edades maximas de muerte

de hombres y mujeres.

El tercer ejemplo considera el patrén de dependencia entre los niveles altos de ozono
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y velocidades minimas de viento, registrados en una estacién de la red de monitoreo
ambiental de la ciudad de México. Este es un caso de dependencia reducida entre valores
extremos. Los niveles altos de ozono y las velocidades minimas de viento se toman por
episodios, en el sentido de Smith (1989).

En los tres € emplos inicialmente se estiman y comparan €n el esquema bivariado los
modelos logisticos y de mezcla de betas, citados en el Capitulo 2. Posteriormente se hace

el analisis en el esquema univariado de los cocientes, presentado en el Capitulo 3.

5.2 Ejemplo 1. Descargas maximas del rio Ocmulgée

Los datos en este ejemplo provienen de las descargas registradas del rio Ocmulgee en dos
puntos diferentes de su recorrido por el estado de Georgia, Estados Unidos. La muestra
bivariada estd formada por las descargas méximas anuales del rio, medidas, rio arriba en

Hawkinsville y rio-abajo en Macon, durante los anos 1910-1948, de acuerdo a el estudio

o

geolégico reportado por Carter (1951).

Estos datos, que son un ejemplo claro de dependencia positiva fuerte, se presentan en
la Tabla 5.1. Para estos méximos anuales, se identificé en ambas componentes una dis-
tribucién Gumbel, con pardmetros de localizacién y escala, p = 18.00103, 0 = 26.76638
para Macon y u = 15.05039,0 = 23.85584 para Héwkinsville. Después de identificar la
distribucién de los datos'originales, se transformaron a variables con distribucién expo-
nencial unitaria, con la transformacién z = exp(—(u—p)/o), aplicada a las observaciones
originales u, que son las descargas méximas anuales. |

Los datos transformados, con marginales exponenciales unitarias, se presentan en el
diagrama de dispersién de la Figura 5.1, en donde observamos, como clara evidencia de
una asociacién positiva importante entre los valores extremos, una franja delgada donde
se encuentran las pare] és de observaciones extremas.

Estudiamos la estructura de dependencia en los datos transformados, con los modelos

definidos en los capitulos anteriores. Inicialmente ajustamos el modelo de mezcla de
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i - betas, propuesto en el Capitulo 2, ademés de los modelos propuestos por otra autores -
que se citan en el Capitulo 1, con el objetivo de comparar los modelos a través de las

funciones de dependencia estimadas con los diferentes modelos.

3.0

Tabla 5.1. Descargas méximas anuales del rio Ocmulgee, (1000 pies cibicos/seg.).
ano | Ma. | Hawk. | afio | Ma. | Hawk. | afio | Ma. | Hawk. | ato | Ma. | Hawk.

1910 | 28.8 | 18.8 | 1920 | 66.2 | 45.2 1930 | 64.4 | 50.0 1940 | 14.2 | 13.3
1911 185 |59 1921 | 37.0 | 30.0 1931 | 10.7 | 12.2 1941 173 | 6.9

2.5

Hawkinsville
1.5

1912 1 448 | 444 1922 | 48.6 | 440 | 1932 | 19.6 | 16.2 | 1942 | 73.4 | 57.0 <]
| 1913 | 51.0 | 52.0 1923 | 28.3 1303 | 1933 |19.0| 199 | 1943448 |41.6 3 -
1914 | 4.8 | 5.9 1924 |1 21.0| 152 | 1934 (169|174 |1944|50.2 | 46.8 . o] 4 1
1915 | 19.1 | 20.1 1925 | 72.5 | 79.0 | 1935 | 22.7 | 13.5 1945 | 40.4 | 26.2 | (; 1l ; 3
wm 19016 | 47.8 | 404 1926 | 28.3 | 19.3 | 1936 | 65.3 | 61.0 | 1946 | 57.6 | 35.4 . Macon
C _ ¥
CI:I L7 | 254 | 27.0 2779 |76 1937933258 1997 | 926 | 348 | Figura 5.1. Descargas maximas anuales transformadas a exponenciales unitarias, !
BBl 1918 | 14.3 | 143 | 1928 | 47.1 | 42.4 | 1938 | 31.0 | 33.0 | 1948 |24.0|282 | registradas en dos localidades del rio Ocmulgee. gﬂj

o 1919 | 31.0 | 19.5 | 1929 | 734|701 |1939|33.9|37.9 | 1949|840 | 68.0

Aquif es importante notar que la desviacién esténdar de las estimaciones se reduce no-

3 Ajustamos inicialmente el modelo de mezcla de 2 betas, estimando por méxima tablemente al pasar del modelo original al modelo simétrico. El motivo de esta reduccién a
verosimilitud los pardmetros vy, v, v, con los resultados que aparecen en la Tabla 5.2. El es que el modelo original estd sobre-parametrizado, como lo indica la prueba de razén de .
pardmetro v; tiene un valor muy cercano a v/2 y a su vez, v tiene un valor relativamente verosimilitudes para la hipétesis de simetrfa de la funcién de dependencia A(w), !

grande, lo cual es un indicio de que hay una asociacién fuerte y la dependencia es alta-

mente simétrica. Posteriormente ajustamos el modelo de mezcla de 2 betas simétrico, Hy : vo=v—uvy,
‘ que tenemos al considerar la restriccién vs = v — vy, con las estimaciones de v; y v que ‘ contra la hipétesis alternativa
| se dan en la Tabla 5.2, donde resulta nuevamente que v; tiene un valor muy cercano a H, vo £ v — .

v/2, como indicacién de la fuerte dependencia entre los extremos.
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La estadistica de prueba
A= =21, 0 — 01,0) = U(D1, 0 — Dy, D)) = —2(—41.65 + 40.561) = 2.008,

es notablemente pequena, por lo tanto hay una diferencia reducida entre el modelo general
y el modelo restringido.

Al ajustar el modelo logistico asimétrico encontramos estimaciones de los pardmetros
que indican una dependencia simétrica fuerte, ya que los pardmetros de asimetria 9 y
¢ précticamente son iguales a la unidad. El modelo logistico simétrico se ajusta con

resultados muy similares a el caso asimétrico, como era de esperarse debido a que los

pardmetros de asimetria § y ¢ estimados, revelan un alto grado de simetria entre los .

valores extremos.

En la Tabla 5.2, observamos que para el modelo logistico invertido, obtenemos resul-
tados similares, tanto en la versién general como en la simétrica, a los obtenidos para el

modelo logistico asimétrico.

Tabla 5.2. Estimaciones de pardmetros de varios modelos, por méxima verosimilitud.

Los datos son descargas méximas del rio Ocmulgee en dos localidades diferentes.

Modelo f1(d.e.) f5(d.e.) f3(d.e.) Log-ver.
M. 2B v1 = 9.869(3.590) | vy = 15.710(5.776) | v = 20.714(8.005) | —40.561
M. 2B sim. | vy = 6.367(.798) | vo=v — 13 v =13.425(.196) | —41.565
L. Inv. ¢, = 0.999 ¢, =10 7 =3.1528 —43.940
L.Inv.Sim. T =3.1531(.503) | —43.940
L. Asim. 8 = 0.998 =10 a = 3.856 —43.966
L. Sim. | o =3.864(0.512) | —43.958

En la Figura 5.2 se tienen las funciones de dependencia para los modelos de mezcla

de betas simétrico y asimétrico, asi como para los modelos logistico general y logistico
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invertido general, notando que hay una gran coincidencia graficas de las diferentes fun-

ciones.
e |
" 2 betas
2 betas sim.
@ Dep. total
° Log. inv.
Log. asim.
«©
d -
z
<
~
-
i
; o N
S AN ) y
\ 7’
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.2. Funciones de dependencia para. descargas méximas anuales del rio
Ocmulgee en dos localidades diferentes. Modelos mezcla de 2 betas asimétrico y

simétriéo, logistico asimétrico y logistico invertido.

5.2.1 Inferencia en el esquema de cocientes

Enseguida analizamos los datos de descargas méximas anuales del rfo Ocmulgee, uti-
lizando el esquema univariado de los cocientes, W = Y/(X +Y). En la Figura 5.3
tenemos la grafica de la funcién de distribucién empirica de los cocientes wy, W2, ...; Wn,
donde observamos una aglomeracién de los cocientes alrededor de 1/2, lo cual es evidencia

de un alto grado de asociacién entre los valores extremos X y Y.
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0.6

F(w)
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funcién de verosimilitud relativa observada R(a) = L(a)/L(a), correspondiente al modelo

aqui.

04

0.6

0.8

Tabla 5.3. Estimaciones del pardmetro a del modelo propuesto

1.0

Figura 5.3. Funcién de distribucién empirica para los cocientes de valores extremos

provenientes de descargas méximas del rio Ocmulgee en dos localidades diferentes.

Las estimaciones de maxima verosimilitud y de momentos se presentan en la Tabla 5.3,

en donde observamos una gran similitud en las estimaciones. En la Figura 5.4 tenemos la

(3.3) propuesto en el Capitulo 3, asf como también la verosimilitud relativa normal con

media y la varianza correspondientes a las estimaciones méximo-verosimiles, obtenidas

a Var(a)
Méxima Verosimilitud 4.7934 0.5744
Momentos 4.7850
96

La comparacién de la verosimilitud observada con la verosimilitud relativa normal,
permite juzgar la bondad de la aproximacion normal a la distribucién del estimador
méximo-verosimil, con el fin de realizar inferencias sobre el pardmetro a. Esta semejanza
entre las verosimilitudes relativas observada y normal indica que las inferencias sobre el

pardmetro a, basadas en la aproximacién normal son adecuadas.

1.0

0.8

ver. obs.
ver. normal

0.6

Verosimilitud relativa
0.4

0.2

0.0

Figura 5.4. Funciones de verosimilitud relativa para el modelo propuesto y normal.

Enfoque Bayesiano
En el enfoque Bayesiano, presentado en el Capitulo 3, una distribucién a priori para
el pardmetro a del modelo, que surge de la consideracion de asociacién positiva entre los

valores extremos, estd dada por,

fola) = a_QI[LOO) (a).
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La distribucién a posteriori de a, (3.26) es la distribucién gama truncada por la -

1zquierda en uno, con pardmetros de escala 8.45 y de forma 39, y con funcién de densidad,
flalw) = [1/5(1, 39, 8.345)]a’® exp{—8.345a}I|; o) (a).
El estimador puntual Bayesiano vde a dado en (3.27) es,
ap = 4.6736.

Este valor es menor que la estimacién méximo-verosimil .(4.7934), obtenida anterior-
mente. Esta relacién entre las estimaciones méximo-verosimil y Bayesiana, se encontré
anteriormente al comparar los estimadores en términos del sesgo, con los resultados sefia-

lados en la Tabla 3.2, para el caso de dependencia fuerte, como es el caso de éste ejemplo.

0
S !
,I
;
© Y —— Dens. a posteriori
pugp \. -~~~ Dens. apriori
©
[x:]
B ~
g2 o7
(1}
©
N
o
C | ___. ST INg e e e
c N - me—_—_— === s===
T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 5.5. Funciones de densidad de las distribuciones a priori y a posteriori de a.
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En la Figura 5.5 tenemos las funciones de densidad de las distribuciones a priorl y 2
posteriori para a. La separacién que observamos en las funciones de densidad a priori y

a posteriori, se debe a que los datos dominan la inferencia.

En la Tabla 5.4 tenemos los intervalos de confianza de longitud minima para diferentes

niveles de probabilidad.

‘Tabla 5.4. Intervalos de confianza Bayesianos para tres niveles de probabilidad.

Confianza. 90 95 99
Int. de confianza | (3.442,5.882) | (3.253,6.163) | (2.903,6.735)

Obtenemos en este problema, predicciones relacionadas con la ocurrencia conjunta de
excesos, en la escala original. Por ejemplo, la prediccién de que el nivel de las descargas
méximas U y V en las dos localidades no sea mayor que u y v, para las dos localidades

esta dado por,
P(U <u,V <vlw) = P(X >z,Y > ylw) = S(z,yluw),

donde X y Y son las variables exponenciales unitarias que resultan al transformar las
variables originales U, V tipo Gumbel, como se describe al inicio de esta seccién. En la

Tabla 5.5 mostramos la prediccién anterior para diferentes valores de u y v.

Tabla 5.5. Predicciones de que las descargas méximas en dos localidades, no rebasen

diferentes niveles u y v.

u v T Yy S(z,ylw)
50 |50 |.2750 1760 7448
80 |80 |.0519 0239 9479
100 | 100 | .0171 .0063 9827,
150 | 150 | .0010 2.4 %107 | .9989
200 | 200 | 6.6 x 1075 | 8.2 x 1076 | .9999
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5.2;2 Probabilidades de interés

Si las variables aleatorias U,V son las descargas médximas anuales registradas en Macon
y Hawkinsville respectivamente, y u, v son los valores umbrales considerados para ambos
lugares, entonces son de interés las probabilidades p; y p2, de que los méximos anuales en
Macon y Hawkinsville sobrepasen los valores umbraleé uywv respectivamente.*Ademas de
estas probabilidades univariadas, tenemos las siguientes probabilidades que consideran
la variabilidad conjunta en ambas localidades: la probabilidad p;,o, de tener exceso en al
menos una localidad y la probabilidad p;y2, de tener exceso en ambos lugares.

De las probabilidades anteriores podemos deducir las probabilidades condicionales

P12, de tener exceso en Hawkinsville dado que hay exceso en Macon y p_i2, de tener

e

exceso en Hawkinsville, dado que no hay exceso en Macon.

Para los méximos anuales en Hawkinsville y Macon se identificaron distribuciones de

valor extremos para méximos con los pardmetros de localizacién y escala dados al inicio

de esta seccién, por lo tanto, las probabilidades de tener exceso estdn dadas por,

26.76638 _
v — 15.05039
23.85584

— 18.0010
pn = PU>u)=1—exp {——exp <u_—3)} ,

po = P(V>wv)=1-—exp [—-exp(

Las probabilidades que consideran la variabilidad en ambas localidades dependen de

la funcién de dependencia A(w), de acuerdo a las siguientes expresiones:

R P2 =1—PU <u,V <)

log(1—pg)

| | = 1 [(1 - ) (1~ o)) A(FER ).

Pry2 = P(U >,V > v) = p1 + p2 — Pro2,

V P12=P(V>v]U>u)=IM,
f Y51
D2 — Piy2

L P-12= 1—pp
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En la Tabla 5.6 tenemos estas probabilidades para valores umbrales u = v = 120, con-
siderando las estimaciones de la funcién de dependencia estimada por méxima verosimi-
litud, momentos y método Bayesiano y ademds la estimacion no-parameétrica aqui prop-
uesta.

En este ejemplo el estimador no paramétrico propuesto detecta una menor dependen-
cia, ya que tiene un vélor de A(w) mayor que los otros, esto se reﬂejé. en las probabilidades
P12 ¥ P21, ligadas a la ocurrencia simultdnea. de exceso. En la Gréfica 5.6, presentamos

las funcién de dependencia para el modelo aqui propuesto, con el pardmetro de depen-

dencia a estimado por méxima verosimilitud, momentos y en forma Bayesiana. También-

tenemos la estimacién no paramétrica, con el estimador no paramétrico aqui propuesto.

En esta grafica notamos una dependencia menor con el estimador no paramétrico.

1.0

Max. verosimilitud
i Momentos

—= -~ Bayes
No-Paramétrica

0.9

0.8

AWw)

0.7

0.6
1
7

Figura 5.6. Estimaciones de la funcién de dependencia por los métodos de méxima
verosimilitud, momentos y Bayesiano con el modelo paramétrico propuesto, asi como

también en forma no paramétrica.
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Tabla 5.6. Probabilidades marginales, conjuntas y condicionales de tener exceso en las

descargas méximas anuales en Hawkinsville y Macon, para los valores umbrales

u=v =120.
Maéx.Ver. | Mom. Bayes No Param. | Independencia

A(w) | 0.6622 | 06623 |0.6635 | 0.6749 10000
D1 0.02188 | 0.02188 | 0.02188 | 0.02188 0.02188

D2 0.01221 0.01221 | 0.01221 | 0.01221 0.01221

Dx 0.022533 | 0.022537 | 0.02257 | 0.022947 | 0.033811

o 0.011565 | 0.011562 | 0.011522 | 0.011132 | 0.00256

D12 0.528381 | 0.528227 | 0.526383 | 0.509040 | 0.012210

p-12 | 0.000658 | 0.000662 | 0.000703 | 0.001102 0.012210

En caso de suponer erréneamente independencia entre las descargas méximas anuales
tenemos una gran diferencia en las probabilidades ligadas a la ocurrencia de exceso en
ambos lugares. Es interesante notar aqui que las probabilidades de la Tabla 5.6, dependen

del valor de la funcién de dependencia evaluada en

w— log(1 — ps)
log(1 — py) +1log(1 — po)

= (.3570,

observando con esto que no solo es de interés el conocimiento de la funcién de dependencia

enw = 1/2, que corresponden al caso de tener probabilidades iguales en las marginales,

esto es, al caso en que p; = ps.

5.3 Ejemplo 2. Edades de muerte maximas en Sue-
cia.

En este ejemplo consideramos las edades de muerte méximas anuales registradas en

Suecia de 1905 a 1958. Estos datos fueron publicados en Gumbel y Goldstein (1964)
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y fueron tomados de la oficina central de estadisticas en Estocolmo, Suecia. Los datos
se presentan en la Tabla 5.7. Para estos mdximos anuales, su distribucién se identificé
inicialmente como Fréchet, tanto para hombres como para mujeres. Después de identificar

la distribucién de los datos originales, se transformaron a exponencial unitaria.

Tabla 5.7. Edades miximas anuales de muerte en Suecia, para hombres y mujeres.

| afio | hombres muj‘eres ano | hombres | mujeres | afio | hombres mujeres
1905 100.88 102.54 | 1923 | 101.63 102.32 | 1941 | 101.66 106.15
1906 | 101.17 | 106.13 | 1924 | 103.47 103.56 | 1942 | 106.48 104.71

1907 | 104.65 103.46 | 1925 | 105.48 103.86 | 1943 | 101.26 103.83
1908 | 105.12 102.12 | 1926 | 104.01 105.87 | 1944 | 105.12 105.19
1909 102.57 | 101.69 | 1927 | 105.83 103.31 | 1945 | 104.88 105.03
1910 | 101.70 102.92 | 1928 | 105.00 104.37 | 1946 | 102.41 105.88
1911 | 100.49 102.78 | 1929 | 102.78 102.72 | 1947 | 104.22 107.49
1912 | 100.90 106.15 | 1930 | 102.61 | 105.01 | 1948 | 102.88 105.83
1913 | 103.06 105.02 | 1931 105.55 104.40 | 1949 | 103.57 103.41
1914 | 102.63 103.56 | 1932 | 102.55 104.87 | 1950 | 105.12 105.64
1915 | 102.69 106.52 | 1933 | 103.17 105.98 | 1951 | 103.80 103.53
1916 | 100.82 101.50 | 1934 | 103.98 | 103.38 | 1952 | 102.94 107.90
1917 | 102.52 104.01 | 1935 | 106.09 105.32 | 1953 | 103.00 104.42
1918 | 100.08 105.01 | 1936 | 103.43 103.77 | 1954 | 106.50 104.85
1919 101.67 104.52 | 1937 | 105.72 105.86 | 1955 | 103.36 103.97
1920 | 101.41 103.94 | 1938 | 103.24 | 104.27 | 1956 | 103.15 107.89
1921 | 101.76 103.14 | 1939 | 103.25 105.45 | 1957 | 102.54 | 104.46
1922 | 102.57 104.33 | 1940 | 103.40 105.71 | 1958 | 104.92 104.12
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Estos datos son un ejemplo de independencia entre valores extremos, como se observa,
en el diagrama de dispersién de los datos transformados de la Figura 5.7, en donde
observamos las parejas de valores extremos transformados, distribuidas aleatoriamente,
sin un patrén de asociacién positiva o negativa.

El patrén de independencia entre estos valores extremos, también se apfecia en las
estimaciones de los parametros del modelo de mezcla de 2 betas, presentadas en la Tabla
5.8, donde tenemos que v tiene un valor grande y ademds v4, v, estdn ubicados en los
extremos del intervalo (0,v). Este comportamiento de los parémetros de este modelo

corresponde, como mencionamos en el Capitulo 2, a una situacién de dependencia muy

baja.
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Figura 5.7. Edades de muerte maximas anuales, transformadas a exponenciales, para

hombres y mujeres en Suecia.
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Tabla 5.8. Estimaciones de parémetrbs de modelos de dependencia por méxima

verosimilitud. Los datos son edades méximas de muerte seleccionadas anualmente en

Suecia durante 54 anos.

Modelo f1(d.e.) B5(d.e.) fs(d.e.) Log.ver.
‘M. 2B vy =79 x 1071 vy = 22.409 | v = 23.532 —116.073
M. 2B sim. | v; = 1,115 x 1070 | vy =v —v; | v = 16.7331 —116.589
L. Inv. ¢, = 576 ¢, = 0615 | 7 =238.408 —113.735
L.Inv.Sim. r=.351(.142) | —116.122
L. Asim. | § =.577 ¢ =.0162 |ca=39.128 —~112.775
L. Sim. o = 1.1038(.112) | —116.283

Los modelos logistico asimétrico y Jogistico invertido muestran ajustes similares, esto
es, reflejan un grado de dependencia muy bajo entre los valores extremos. Al tomar
las versiones simétricas de estos modelos notamos Que sus pardmetros a y 7 estimados
tienen un cambio abrupto. Esta inestabilidad en el p'ar&imetro o del modelo logistico
asimétrico y 7 del logistico invertido, hacen dificil su interpretacion, ya que esta depende
fuertemente de los valores estimados de los pardmetros de asimetria.

En la Figura 5.8 tenemos las estimaciones de los pardmetros de las funciones de

dependencia utilizadas para modelar el patrén de dependencia en este ejemplo.

5.3.1 Inferencia en el esquema de cocientes

Enseguida analizamos los datos de edades méximas de muerte, utilizando el esquema
univariado de los cocientes, W = Y/(X +7Y). En la Figura 5.9 tenemos la grafica de la
funcién de distribucién empirica de los cocientes. wy, ws, ..., w,, donde observamos una
distribucién uniforme de los cocientes wy, ws, ..., Wn, en el intervalo (0,1), lo cual es evi-

dencia de un patrén de independencia entre los valores extremos X y Y.
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: . . . < to
Las estimaciones de méxima verosimilitud y de momentos se presentan en la Tabla 5.9, Tabla 5.9. Estimaciones del pardmetro a del modelo propues

en donde observamos una gran similitud en las estimaciones. En la Figura 5.10 tenemos la

& Var(a)
funcién de verosimilitud relativa observada R(a) = L(a)/L(4), correspondiente al modelo i | Nima Verogimilitad 1.0812 0216
(3.3) propuesto en el Capitulo 3, asf como también la verosimilitud relativa hormal con
Momentos -9940

media y la varianza correspondientes a las estimaciones méximo-verosimiles; obtenidas
aqui.
Tabla 5.10. Intervalos de confianza, para el pardmetro a del modelo propuesto,

basados en la aproximacién normal de la verosimilitud.

| Confianza 80 90 %
24 ‘ | Int. de confianza | (.8926,1.2697) | (-8392,1.3232) | (-7928,1.3695)
© f
o i
© | “‘f
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Figura 5.9. Funcién de distribucién empirica para los cocientes de valores extremos [ ° H}\
. . : . |
provenientes de edades de muerte msximas en Suecia para hombres y mujeres. ! o | 1}1‘
© T T T ] ”j;
0.5 1.0 15 20 I
|
a ' ‘ il
: 1l
La comparacién de la verosimilitud relativa observada con la verosimilitud relativa ] b d | aproximada f‘
o . . - ] | ; .10. Funciones de verosimilitud relativa, observada y normal apr )
normal, permite juzgar la bondad de la aproximacién normal 2 Ia, distribucién del esti- Figura 5.10. Fu /
A . ; o . para las edades méximas de muerte anuales.
mador maximo-verosimil, con el fin de realizar inferencias sobre el pardmetro a. ‘ i
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En este ejemplo encontramos en la verosimilitud observada un sesgo a la derecha
similar al sefialado en el ejemplo anterior donde analizamos descargas méximas anuales.
Este comportamiento de sesgo a la derecha, se observé en el Capitulo 3 en la comparacion
de estimadores, que se muestra en las Gréficas 3.4-3.7.

La evidencia de los datos en favor de la hipétesis de independencia eiltre los valores
extremos, la apreciamos al obtener intervalos de confianza para el pardmetro a del modelo
propuesto. Estos intervalos de confianza para diferentes niveles de conflanza, que se
muestran en la Tabla 5.10, contienen al valor ¢ — 1, que corresponde a la situacién de

independencia entre los valores extremos.

5.3.2 Esquema Bayesiano

Analizamos el conjunto de datos de este ejemplo, con el enfoque Bayesiano, considerando
como en el ejemplo anterior, la distribucién a priori dada en (3.25). La distribucién a
posteriori que resulta de esta distribucién previa y de los datbs es la distribucién gama
truncada por la izquierda en uno, con pardmetros de escala 49.944 y de forma 53. Estas
distribuciones a priori y a posteriori se muestran en la Figura 5.11. |

El estimador Bayesiano del parémetrd .a, dado por la esperanza (3.27), es ap ~
1.1428, que es mayor a la estimacién méximo-verosimil calculado anteriormente (1.0812).
Cuando se tiene un patrén de dependencia muy baja, como en este ejemplo, la estimacién
Bayesiana tiende a ser mayor que la estimacion maximo-verosimil sin restriccién, debido
a que en el esquema Bayesiano, la distribucién a priori utilizada, asigna probabilidad
cero a la regién de valores de a menores que uno, mientras que para los valores mayores
que uno les asigna un peso decreciente pero importante, como lo podemos notar en la
Figura 5.11.

Esta funcién de densidad a priori genera una distribucién a posteriori que asigna pesos
importantes a valores de a mayores que uno, por lo cual al tomar la esperanza como un

estimador puntual, este tiene un valor mayor que el estimador méximo-verosimil.
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Figura 5.11. Funciones de densidad a priori y a posteriori de a, para el ejemp}o de las

edades maximas de muerte.

Tabla 5.11. Intervalos de confianza Bayesianos de longitud minima, para el parémetro

a del modelo propuesto.

Confianza 80 90 95
Int. de confianza | (1.000,1.2269) | (1.000,1.2902) | (1.000, 1.3459)

Desde el enfoque Bayesiano, los datos también apoyan la hipétesis de independencia
de los valores extremos de edades de muerte, ya que cualquier intervalo de confianza
Bayesiano de longitud minima, para probabilidades mayores que p = 0.4555, conti‘ene a?
valor a = 1. Esto se debe a que el méximo de la funcién de densidad a posteriori, estd
muy cerca del valor de truncamiento a la izquierda. En la Tabla 5.11 se muestran tres

intervalos‘de confianza Bayesianos de longitud minima.
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5.4 Ejemplo 3 Concentracién de Ozono y velocidad
de viento

En este ejemplo los datos son concentracién méxima de ozono y velocidad minima de
viento por episodio, transformados a exponenciales unitarias. El objetivo es estudiar la
asoclacion de los extremos de estas variables. Los datos originales son mediciones diarias,
de concentracién médxima de ozono y velocidad mfnima de viento. Las concentraciones
de ozono se registraron en la estacién Pedregal de la red de monitoreo ambiental de la
ciudad de México, del 1 de enero de 1987 al 31 de mayo de 1992. La velocidades minimas
de viento provienen de lecturas tomadas en la estacién meteorolégica del aeropuerto de

la ciudad de México.

Se formaron episodios en base a las mediciones de ozono, con un umbral de .25 ppm

(partes por millon), y una separacién de 48 horas. De cada episodio se tomé la méxima
concentracién de ozono y la minima velocidad de viento. Para el ozono se identificé
una distribucién Gumbel, mientras que para el viento fué la distribucién Weibull i)ara
minimos. Posteriormente ambas variables se transformaron a exponenciales unitarias.
Para evitar problemas de estacionalidad y tendencia, solo se consideran los datos de
las estaciones de primavera y otofio. La idea de no incluir los datos de verano e invierno,
se debe a que por un estudio preliminar (Castro, 1994), se determiné que en las estaciones
de invierno y verano, por la presencia de los sistema anticiclonicos, la duracién de los
episodios diferia de la duracién durante las estaciones d‘e-primavera y otono, esto es,
identificaron que habfa homogeneidad dentro de primavera y otofio, y que en el par de
estaciones verano e invierno se tenfa otra agrupacién de la duracién de los episodios.
Para la velocidad minima de viento, se identificé una distribucién Weibul para mi-
nimos, por lo que estos datos originales se transformaron a exponencial unitaria con una
funcién de transformacién creciente. En cambio para la maxima concentracién de ozono
se identificé una distribucién Gumbel para méaximos, asi que las mediciones originales de

concentracién se transformaron a exponencial unitaria con una funcién de tr@hsformacién
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Figura 5.12. Valores extremos de velocidad minima de viento y concentracién maxima

de ozono, transformadas a exponenciales unitarias.

Por el tipo de funciones de transformacién utilizadas, tenemos que una asociacion
positiva en nuestros datos transformados, significa que en los datos originales hay una
asociacién negativa. Asf, por ejemplo: aumento en la concentracién de ozono y disminu-
cién en velocidad mfnima de viento. Bajo el supuesto de que la inmovilidad de la masa
de aire esta asociada con el aumento de la contaminacién, tiene sentido que los datos
originales tengan una asociacién negativa y por lo tanto los datos transformados tengan
una asociacién positiva.

En la Figura 5.12, tenemos el diagrama de dispersién de los valores extremos de ozono
y viento, transformados a exponenciales unitarias. En esta gréfica notamos un grado de

asociacién reducido entre las variables.
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Tabla 5.12. Estimaciones de pardmetros de modelos de dependencia, por méxima’

verosimilitud. Los datos son concentraciones méximas de ozono y velocidades minimas

de viento.
Modelo f.(de) f5(d.e.) fs(d.e.) Log.ver.
M. 2B vy = .354(.926) | vo = 7.941(7.241) | v = 8.655(8.190) | —89.1611
M. 2B sim. | v; = .502(2.677) | va = v — 11 v =8.439(.307) | —89.272
L. Inv. o, = .999 by = .999 T = 648 ~90.5432
L.Inv.Sim. 7= .653(.147) | —88.562
L. Asim. | 6 =.999 ¢ =.999 o = 1.3782 80.0834
L. Sim. | a = 1.3784(.145) | —89.0834

En la Tabla 5.12, tenemos las estimaciones de los pardmetros por maxima verosimi-
litud, para los diferentes modelos de dependencia considerados en este trabajo. Los
pardmetros estimados para el modeld de mezcla de betas, reflejan un grado de dependen-
cia reducido, ya que los valores de ©; y v5 estdn ubicados en los extremos del intervalo
(0,D).

Comparando el nivel de asociacién con el obs‘,ervado'en el segundo ejemplo de edades
de muerte, encontramos que el nivel de asociacién en mayor en este ejemplo de datos de
ozono y viento, debido a que el valor de © es menor para el dltimo ejemplo. |

El modelo de mezcla de betas simétrico ajusta de una manera muy similar al ge-
neral, como lo podemos ver en la Tabla 5.12. Esta similitud entre los modelos general y
simétrico, también se observa para los modelos logistico asimétrico y logistico invertido,
va que en la Tabla 5.12, encontramos estimaciones con una diferencia reducida.

Los modelos logisticos detectan un grado de dependencia reducido. En el caso del
modelo logistico asimétrico encontramos una estimacién del pardmetro o (1.3782), que

corresponde a un grado de asociacién pequeno.

112

e
=]
2 -
e}
g
2
<
P~
d B N
\ —— 2 betas
. -~~~ 2 betas sim.
o | N - - Dep. total
e - Log. inv.
N\ | 7" Log.asim.
0 Y/
e T j T 1 T ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
w

Figura 5.13. Funciones de dependencia para datos de ozono y velocidad de viento.
Modelos mezcla de 2 betas asimétrico y simétrico, logistico asimétrico v logistico

invertido.

En la Figura 5.13 tenemos las gréficas de las funciones de dependencia ajustadas,
y encontramos que los modelos logfsticos précticamente coinciden entre ellos, asi como

también coinciden los de mezcla de betas general y simétrico. Considerando a 2(1—A(.5))

"como un indice de dependencia tenemos de las gréficas de estas funciones de dependencia,

que el modelo de mezcla de betas registra una menor dependencia entre los extremos,

que los modelos logisticos.

5.4.1 Inferencia en el esquema de cocientes

Al analizar estos datos en el esquema univariado de los cocientes W = Y/(X +Y),

iniciamos observando la Gréfica 5.14 de la funcién de distribucién empirica, en donde
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apreciamos un nivel de dependencia positiva reducido, ya que la funcién de distribucién tres niveles de confianza. En estos observamos que el valor del pardmetro a = 1, no se

~ empirica, inicia por debajo de la diagonal y termina por arriba. encuentra dentro de los intervalos de confianza dados.

Aqui reconocemos que es mds fécil detectar graficamente la asociacién positiva, cuando

esta es reducida, a través de la funcién de distribucién empirica de los cocientes, que del ' Tabla 5.13. Estimaciones del pardmetro a del modelo propuesto
dia, de di i6 ; ) ‘ - —
lagrama de dispersién de las parejas de extremos | / r N 7o)
Méxima. Verosimilitud 1.3996 0408
i ' Momentos 1.3208
o | .
| E Tabla 5.14. Intervalos de confianza, para el pardmetro a del modelo propuesto,
w. i ! . .y e
© l basados en la aproximacién normal de la verosimilitud.
S Confianza 80 90 95
Z Int. de confianza | (1.1407,1.6585) | (1.0673,1.7319 | (1.0036, 1.7955)
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densidad a posteriori, por arriba del valor p = .3398, estos intervalos de longitud minima

tienen probabilidades de contener al pardmetro a, menores de .9637.

5.4.2 Esquema Bayesiano

Para los datos de este ejemplo y la distribucién a priori dada en forma general por
(3.25), obtenemos la distribucién a posteriori gama truncada por la izquierda en uno,

i | con pardmetros de escala 34.296 y de forma 47.
En este caso el estimador Bayesiano del pardmetro a dado por la esperanza (3.27),
tiene un valor éz = 1.3803, menor que el de méxima verosimilitud, lo cual es congruente

con el estudio de simulacién del Capitulo 3. En la Figura 5.16 tenemos las funciones de

densidad a priori y a posteriori.
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Figura 5.16. Funciones de densidad a priori v a posteriori de a para el modelo

propuesto y los datos de viento y ozono. iif‘

- Los intervalos de confianza Bayesianos de longitud minima, que no contienen la orilla ' i

o izquierda (a = 1) del espacio paramétrico, se obtienen haciendo cortes en I_é funcién de [
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Capitulo 6

Conclusiones

El presente trabajo enfatiza el andlisis de datos de valores extremos bivarigdos, basado
en el esquema univariado de los cocientes W = Y/(X +Y), en donde €l patrén de
dependencia entre los extremos se define a través de la funcién de distribucién del cocienté
W. Para esto se presenta €l enfoque paramétrico y no paramétrico.

Se propuso un modelo de mezcla de betas para la funcién de dependencia de valores
extremos bivariada. Este modelo es bastante flexible, como todos 1os modelos de mezclas.
La funcién de dependencia tiene una representacién integral, deﬁnida por una medida
positiva del intervalo [0,1]. Esta medida es equivalente a dos veces una funcién de dis-
tribucién. El modelo de mezcla de betas propuesto, se construye dando una distribucién
de mezcla de betas para la medida positiva, que caracteriza a la funcién de dependencia.
Este modelo permite simular observaciones bivariadas de valores extremos, con una gran
variedad de patrones de dependencia.

La funcién de dependencia también puede definirse en términos de la funcién de
distribucién del cociente W. Se d4 la relacién entre el coeficiente de asociacién tao de
Kendall y la funcién de distribucién Fyy. Ademss se propone una diétribucién simétrica
alrededor de 1/2 para el cociente W, de aquf se obtiene un modelo para la funcién de
dependencia simétrica. |

Este nuevo modelo estd definido por un pardmetro a que puede interpretarse como
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un pardmetro de dependencia. En este modelo el espacio paramétrico es [1, 00), teniendo
independencia cuando a = 1 y dependencia positiva cuando a > 1.

La distribucién que define el nuevo modelo se encuentra en la familia exponencial,
por lo cual existe un estadistico suficiente y completo T (W1, Wa, ..., W,) que contiene en
formé resun;ida la, informacién de la muestra de los cocientes Wi, Wa, ..., W,. El estimador
de méaxima verosimiiitud es funcién de este estadistico, razén por la que es de minima
varianza, aunque es sesgado.

Se obtiene el estimador insesgado de minima varianza uniformemente (IMVU) como
funcién de T(Wi, Wa, ..., W,,). Como este estadistico tiene distribucién Gama, entonces
obtienen estimaciones pof intervalo a 'partif de una cantidad pivotal.

Se propone el esquema Bayesiano de inferencia, incorporando la informacién muestral
a través de la verosimilitud. En la funcién de densidad de probabilidades a priori intro-
ducimos la informacién previa sobre dependencia positiva de los extremos. La funcién de
densidades a priori dada a partir de la informacién que se tiene acerca de la estructura
de dependencia, se encuentra en la familia conjugada. i

La funcién de densidades a posteriori para a, es una gama truncada por la izquierda en
uno, por lo tanto tiene como soporte el conjunto [1, 00). Entonces el estimador Bayesiano
de a que se define a partir de la densidad a posteriori toma siempre valores que correspon-
den a dependencia positiva o independencia. Esto no siempre ocurre con el estimador de
méxima verosimilitud, ya que cuando se tiene un nivel bajo de dependencia, la estimacién
méximo verosimil puede ser negativa.

Se propone un estimador convexo no paramétrico para la funcién de dependencia
de valores extremos bivariados.” Este estimador se construye sustituyendo la funcién de
distribucién F' del cociente W por la funcién de distribucién empirica correspondiente
F,, en la expresién de la funcién de dependencia definida en términos de dicha funcién
de distribucién.

Segun el estudio de simulacién donde se compara el estimador no paramétrico pro-

puesto con otros dos, tiene buen comportamiento en los casos de dependencia baja y
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mediana, mi 1
, mientras que en los casos de dependencia alta, subestima el nivel de dependencia

en la parte central del intervalo [0, 1].

Se presentan tres ejemplos de aplicacién, con niveles de dependencia baja, mediana y

alto. En el caso de dependencia grande, se muestran algunas probabilidades de interés

Como co ‘ ; :
nsecuencia de este trabajo, se puede explorar la posibilidad de extender el A. p én d i C e A.

modelo simétrico de dependencia a uno asimétrico mas general.

Generacién de observaciones | |

multivariadas de valores extremos |

A1 Algoritmo de Pickands

r

En el caso de variables aleatorias univariadas podemos generar observaciones con una ' i

i ‘ cierta distribucién F transformando con la inversa F~! de la funcién de distribucion, |

| :
o ’ observaciones generadas previamente con distribucién uniforme (0,1). Cuando tenemos

| [ para un vector aleatorio Y una caracterizacién en términos de una funcién de variables ]

‘ ! aleatorias que se pueden generar facilmente entonces podemos generar relizaciones del o

} vector aleatorio Y tomando funciones Y = g(X1, Xa, ..., Xi; a) de realizaciones de alguna |

|

] variable aleatoria X , con vector de parametros a = (ai,as, -+ a;) que corresponde de al-
’ guna manera a la parametrizacién de la variable Y que estamos generando. Este método
|

se utiliza para generar observaciones con distribucién normal univariada, como combi-

I ‘ naciones lineales de variables aleatorias uniformes (0, 1), con la justificacién que permite

’ el teorema central de limite. También pueden generarse observacibnes con distribucién \1
normal multivariada transformando vectores formados por variables aleatorias indepen-
dientes idénticamente distribuidas, que se pueden generar facilmente. Podemos generar

relizaciones de un vector aleatorio con distribucién multivariada de valores extremos con
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marginales exponenciales, como se describe enseguida.
De acuerdo a la representacién de Pickands, un vector aleatorio tiene una distribucién

multivariada de valores extremos con marginales exponenciales unitarias si y solo si la

~ funcién de supervivencia multivariada se puede expresar de la siguiente forma

K

~logS(y) = ~log P (ﬂ %> yk}> s /S mex (') a0 (a)

k=1

donde H es una medida positiva finita definida sobre el simplex Sx. Podemos de-

ducir un algoritmo para generar observaciones con distribucién multivariada de valores

extremos a partir de la siguiente construccién de una variable aleatoria Y que tiene la

distribucién mencionada:
Sea L un entero positivo. Sean Ui, U, ...,Ur una muestra aleatoria proveniente de
una distribucién exponencial unitaria, y sea la matriz K x L (ax),axn > 0, donde cada

renglén tiene al menos un término no cero, sea ademss,

U ’ ,

Y, = 1I<nll<%:a_,d k=1,2, ,K (A.2)

entonces

L L
g ; [maglg{ ykakl:| ; Lg}cag% Yedy } /S R (qk yk) dH*(q)

(A.3)
donde ay = q,(c)cl , g = (q(l),qél),. ,qﬁ?) son elementos del simplex Sk, y ademés
H* es una medida positiva finita discreta tal que H*(¢®)) = ¢. Dados L puntos

g,q?, ..., ¢ en el simplex Sk y conociendo la medida discreta H* podemos obtener

los elementos de la matriz (ax)-
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Para generar las observaciones con una distribucién multivariada de valores extremos
determinada, necesitamos conocer la medida H asociada, que discretizamos de acuerdo a
el conjunto {¢® € Sk,l=1,2,...,L} para obtener H* como una aproximacién de H. De
acuerdo a esto, podemos definir el algoritmo para generar vectores aleatorios de dimensién

K con la distribucién multivariada de valores extremos:

Algoritmo 2.1

0.- Definir la funcién de distribucién caracteristica H,

1.- Dar el conjunto de L de puntos {¢") € Sk,1=1,2, ..., L} para la discretizacion

de H.
2.—Darcl=H((“)Z—12 L
3.- Calcular a; = clq,c ,k =1,2,.,.K,l=1,2,...,L
4.- Generar mimeros aleatorios independientes U ~ EX P(1), 1=1,2,..,L

4- Obtener Y = min (Z),k=1,2,... K
l<L @kl N
Para el caso de observaciones bivariadas, el algoritmo es:

Algoritmo 2.2

Algoritmo para generar vectores aleatorios (X,Y’), con distribucién de valores ex-
tremos bivariada con marginales exponenciales, suponiendo conocida la funcién de de-
pendencia A y por lo tanto también la funcién de distribucién caracteristica H, de la
distribucién de valores extremos multivariada.

0.- Definir la funcién de distribucién caracteristica H, y dar el nimero L de subinter-
valos para la discretizacién de H.

1-Dar¢® =1/L,1=1,2,...,L

9.- Caleular ¢, = H(g¥W),1=1,2,...,L

3. Dar ay = cig?, ax = afl — W]

4.-Generar ndimeros aleatorios independientes U; ~ EXP(1), | =1,2,...,L
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4.- Dar X = min (EL>, Y = min <£L)

1KI<L \%u

La representacién 2.2 tiene como casos particulares el caso de independencia cuando
K = L y la matriz (ay) es diagonal, mientras que cuando L = 1 < K , las componentes

son completamente dependientes.
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